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1. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X” —1. 1 


1. 


De resolutione algebraica aequationis X” =1, sive de 
divisione circuli per bisectionem anguli septies repetitam 


in partes 257 inter se aequales commentatio coronata. 
(Auct. Richelot, Doct. phil. Regiom. ) 


Introductio. 


Cum problematis ad cireulum dividendum speetantis theoriam excellentis- 
sımi viri pervestigaverint, exemplis novis principia ab illis exposita illustrare, 
arithmeticae sublimioris disciplinae haud alienum esse mihi videtur. 

Quippe quae exempla duplicem secum ferunt utilitatem: unam, quod 
varia artificca tam peculiaria, ut in theoria universali iuste explicari ne- 
queant, adhibendi occasionem praebeant, alteram, quod exemplis illis per- 
saepe incrementa fecerit tota haec disciplina. 


Aequationem X’”—=1 per solas aequationes quadraticas algebraice 
2n 


257? 9R7 
radices quadraticas exhiberi possint, nec per RE A 
definiri nequeant, iam ante plus quam triginta annos inventum et demon- 
stratum, neque vero usque ad hunc diem neque accurate expositum fuit 
theorema. Quod theorema in priori libelli huius parte tractavi. 

In altera vero easdem functiones trigonometricas per formulas con- 


cinnas, bisectione anguli adhibita, exprimere mihi proposui. 


resolvi posse, ita ut functiones trigonometricae angulorum etc. per 


Pars prior. 


I. 


Antequam ad rem ipsam adgrediar, problema propositum brevi in 
conspectu ponere, atque notationem usitatam repetere, haud erit super- 
Nuum. Aequatio haec: 


1. 
unam radicem suppeditat realem —=1 ceterasque omnes imaginarias formae 
nificante quemeunque numerum integrum ipsius 
cos 7 — 257 5 q 5 


257 non multiplum. — Ouarum radiecum cum binae tales sint, quarım 
Crelle’s Journal d. M. Bd. IX. Hit.1. 1 


2 4. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X” —1A, 


summa fiat realis, scilicet: 
(257 — (257 —x).2 
37 


cos sive 


Dun 
hae summae formae 2 cos 557 , Inter se omnes diversae, quarum numerus 


125 est, verarum aecquationis propositae radicum loco inveniendae nobis 
sunt; ni mirum: 


cos (57); 2 cos (2 2 cos (3 etc. (128. ==); 


quibus determinatis tota quaestio absoluta est. 
QOuem ad finem notum esse adiicio, qualibet radicum adhuc indeter- 
minata aequationis 


== +2” + etc. +1, 


r nominata, omnes ceteras esse: 
sire vetere notatione adhibita 


(255), (256). 


(1) + (256) per (2,1) sive (2,256), 
(2) + (255) per (2,2) sive (2, 255), 


Significemus 


(128) + (129) per (2,188) sive (2, 129), 


rursus 128 novi existunt definiendi valores, cum istis vero antea propo- 


sitis convenientes. Si enim est: r= cos 587 + sin 257 ubi # et 257 


numeri inter se primi sint, fit: 


. 
r = 08 —y —! 1, = (257 —n), 


unde efhcitur 
Inın 


(2,2) = (n) + (257 —n) = 2008 — 


Pro 2 omnes numeros ab 1 usque ad 128 substituentes, effhicimus 
valores 
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57° 2 cos (2.27), 2 cos (3. etc. (128. Sr), 
ve 
si (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 128), 


quos, quoniam rursus omnes inter se diversi sint, cum illis, ubi a=1 
erat, congruere clarım est. 

Pie convenit tertio modo 128 illos valores exprimere. Congruentia 
X” ==1 (257) 256 radices continet, quae, si radix primitiva numeri primi 
257 st =g, fiunt: 


gg 
multiplis numeri 257 ubique desumtis, unde omnes numeri integri ab 1 
usque ad 257 oriri constat. Per se igitur clarum est, 256 radices illas ae- 
«uationis (2.) ita posse repraesentari: 

in qua notatione iam subintelligitur, antea desumta esse multipla numeri 
257 a potestatibus ipsius g. 


Hos valores in aggregata congregentur, quae solemni notatione hac 


exprimuntur: 


+ et... 


etc. 
+t(g’)+ete. 


+ etc. 
(g)+ + (g”)+ etc. 
+ + etc. 


+ etc 


etc. 


LE") + ee 


(1) +(EN)+(E”) + etc. 
(EI) + + etc. 


etc. 


(EN) + etc. 


(1)-+ (g)+ etc. 
(g)+ etc. 


etc. 


(g”°) = (256, 1) sive (256, g') sive etc. } 
+(g°*) = (128, 1) sive (128, g?) sive 
+(g) =(128,g) sıve (128, g°) sive 


+ (g°”) = (64,1) sive 
+ = (64,8) sive 
+ = (64,8) sive 
+ (g”°) (64, g”) sive 
+ (2°*) = (32,1) sive 
= (33,8) sive 
etc. 
+ (8) = sive 
+ (8) = (16,1) sive 
+ = (16,8) sive 
etc. 
+ = (16, 8") sive 
= (8, 1) 
+ (6) = (8,8) 
etc. 
+ = (&,8”) sive 


sive 
sive 


sive 
sive 
sive 
sive 


(64, g*) 
(64, 8°) 
(64, 8°) 
(64, 8") 
(32, 8") 
(32, 8") 


sive 
sive 


(32, g") sive 
(16, g") sive 
(16, g") sive 


(16, g°) sive 


(8, 8”) 
(8, 8”) 


sive 
sive 


(8, sive 


etc. 
etc. 


etc. 
etc. 
etc. 
etc. 


etc. 
etc. 
etc. 
etc. 
etc. 


a 
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1)+ EHEN + EN) (4,1) sive (4,2) sive etc. 
+ EN) + (EN) (4,8) sive (4,8%) sive etc. 
etc. etc. 
EHEN) HEN) + = (4,5”) sive (4, sive etc. 
+ = (2,1), sive (2, 
= (2,8), sive (2, 2'”) 
| etc. etc. 


Nec non hie ubique a potestatibus radieis primitivae g, subtrahan- 
tur necesse est multipla numeri 257. 
QOuia g radix primitiva numeri 257 assumta est, habemus congruentiam: 
1 [257] = 257 —1 [257] 
unde sequuntur hae: 
— [257] = (257— g) [257], 
etc. etc. 
— 3257] > (257— [257], 


31=(1)+7-1, 
3,8)= (8)+ 
etc. etc. 
Ouibus collatis eum illis 125 valoribus (2,1) (3,2) »... (2,128), colligi- 
mus: non modo valores: 


esse 256 radices aequat. (2.), sed etiam valores: 


21) 8) 
quia omnes inter se diversi sint, eosdem esse ac hos: 


(2,1) (2,2) (2,3) (23,128), 


unde derivatur: 


sive: 


2; 
2 cos 2005 .... 2 00s(128. 5), 


quamquam alio ordine sceriptos. Quos quantitates definiendi rationem in 
sequentibus proponam, 


| 
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1. 


Ante omnia radix primitiva numeri 257 invenienda est, quam hac 
ratiocinatione asse«quor. 

@) Contendo cuiusque numeri primi 2 formae ?2”* ommnia residua 
non «uadratica radices primitivas omnes esse. 

Demonstratio: Radix primitiva numeri primi z est talis numerus z, 
cuius demum (2 —1)ta potestas = 1 (r) sit (disquis. arith. 55), ita ut sit: 
In hoc igitur casu "=1(””+1). Si vero (2—1) con- 
tinet factores primos 2%.A.%.V.... numerorum inter 1 et 2 multi inve- 


niuntur, quorum ta, —ta, 7 ta etc. potestas iam = 1 (n) fit (dis- 


quis. arith. 49); quare conditiones, ut = sit radix primitiva numeri 7 fiunt, 


n—ı 
ne esto =1(n), neque zs* =1(n) etc. Nostro ecasu 


yetc., unde sequitur conditio una radieis primitivae z, ne esto = 1 (n) 
sive sit s residuum non quadraticum. (disquis. arith. 96). 
b) 3 est residuum non quadraticum cuiusque numeri primi formae 


2”+1. 

Demonstratio: 2”+1 cum sit numerus primus aut formae 3n-+ I 
aut formae (32 +2) esse potest; illud constare nequit, quia 2” facto- 
rem 3 non involvit, unde sequitur numerum primum 2?” +1 formae esse 
3n +2. OQuos numeros primos formae (32 +?) residua non quadratica 
+ 3 vel —3 habere constat. (disquis. arith. 120.) 


c) Unde sequitur, 3 esse radicem primitivam cuiusque numeri primi 
formae 2?” + 1 atque hanc ob rem etiam numeri 257. 

Adiiciantur etiam haec: 

+1 est residuum quadraticum cuiusque numeri primi formae (?r+1) 
+2 est residuum quadraticum cuiusque numeri primi formae (Sr+1) 
(disquis. arith. 108. et 114.); 
unde colligitur, cum 2” + 1 utraque hac forma utatur, 3 esse minimamı 
radicem primitivram numerorum primae formae 7” + 1, nec non igitur nu- 
meri 257. 

Radice primitiva 3 assumta tabulam primam conficere possumus, ubi 
quantitates (1) (3) (3°) 3°)... ., (3°) determinantur: singula ibi series su- 
perior exponentes radicis primitivae 3 significat; inferior multiplis numeri 
257 subtractis evadens residuum. 


e 


es, 


eS, 
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'es, 
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Tabula prima 


2 + 6 7 8 11 12 13 14 15 10 


(3) (9) (27) (81) (243)(215) (131)(136) (151)(196) (74)(222) (152)(199) (83)(249) 


17 15 19 % 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 37 


. (233)(185) (41)(123) (112)(79) (237)(197) (77)(231) (179) (23) (96)(207) (107) (64) 


3+ 35 3b 37 38 39 4) 41 42 43 4 45 46 47 48 


. (198) (62) (186) (44) (132)(139) (160)(223) (155)(208) (110) (73) (219)(143) (172) (2) 


40 50 51 52 93 54 55 56 57 58 59 16V 61 62 63 v4 


(6) (18) (54)(162) (229173) (5) (15) (45)(135) (148/187) (166)(241) 


65 67 68 70 72 73 74 75 76 77 78 79 


(209113) (82)(246) (224)(158) (217)(137) (154)(205) (101) (46) (138)(157) (214)(128) 


82 83 s4 85 86 87 92 93 34 95 % 


(127%124) (115) (88) (7) (21) (63)(189) (53)(159) (220)(146) (181) (29) (87) (4) 


“7 10 102 103 104 105 116 107 108 119 110 102 


(12) (36) (108) (67) (201) (89) (10) (30) (90) (13) (39)(117) (94) (25) (75)(225) 


113 114 115 116 117 118 119 120 121 12 123 124 125 126 127 128 


(161/226) (164)(235) (191) (59) (177) (17) (51)(153) (202) (92) (19) (57) (171)(256). 


88. 
= 
of 
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III. 


Hinc (per praescripta articul. 344. et 345. in disquis. arith.) facile 
tabula emergit sequens; ubi (256, 1) in duas periodos formae (128,), qua- 
rum utraque in duas formae (64), quarum singula in duas formae (32,) 
etc. distribuuntur. — In periodis omnibus numerus residuum exprimens 
y, si numero 128 maior est; cum (257—y) est commutatus, — Hoc 
vero licere clarum est, in qua enim periodo invenitur radix (y), ibi- 
dem (257 —y) inveniatur necesse est, quarum snmma =(?,y) est; ita 
ut e notatione proposita (32, y) fiat (32, 257—y) etc. Praeterea ubi- 
que adiectas invenis potestates numeri 3 aequivalentes. — Periodi binae 
duorum terminorum formae igitur (2,) ad singulam pertinentes periodum 
quatuor terminorum formae (4) non scriptae sunt in serie verticali una 
sed loci angusti causa in duabus seriebus, octava et decima, in eadenı 
vero serie horizontali. Ibidem invenis duplices cosinus quantitatibus (‘,) ae- 


quivalentes angulorum, qui multipla anguli x => fiunt. In ultima vero 
atque antepenultima serie radices ipsae aequationis (2.) leguntur binae 
eandem singulam periodum (?,) componentes in serie verticali altera utra 


recta regione horizontali stantem. 


(256,) 


(256, 


YU 
(125,1)0,3°) 
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Tabula 
Period. (128) Period. (64.) Period. (32,) Period. (16,) Period. (8,) eriod. (4,) 


(4,3%) 
63 4,64) (4,3%) 


(16,1)  (,3°) 
1) (3) 


(32, 
N 


3) 


60) (43°) 
(5, 60) (,3 15) (4, 


43) 


(16,81) 4, 123)4, 3") 
(32,81) (,3%) 


(16,121)(,3°) 


(64,1) (,39) 


(4,95) (4,3°°) 
N) 
835) (4,3%) 
(4,23) (4,3”) 
(4,70) (4,3%) 


(8,9) (,3°) (4,3®) 


(16,9) (43°) 
(32,9) (,3°) 


(16,35) (,3°°) 
(8,23) 


43") 
(8,61) 1,3 49) (4,3*) 
(16,61) (,3”) (43) 
(8,26) 63 

6 (4,42) (43) 
842) 63) 


(16,42) (,3°) (4,79) (4,3°) 
(8,79) (3 84) (4,3®) 
(32,42) (,3°) 


(649) 


(4,58) (4,3) 


(8,58) 
(16,58) (1,3) (4,50) (43) 


30 262 
(8,50) (,3 14116039 
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secunda. 


1) 
(2,64) 
(3,8) 


(2 


(2,121) 


(2,3%) 
(2,60) 
(2,15) 
(3,50) 


(2,123) 


(2,95) 
(2,35) 
(2,73) 
(2,23) 
2,70) 
(29) 
(2,62) 
(2,72) 
(2,18) 
(2,61) 
(2,49) 
(2,26) 


(2,122) 


(2,42) 


(2,118) 


(3,79) 
(2,54) 
(2,98) 


(2,114) 


(2,50) 


(2,116) 


Period. (2,) 


u 
2cos64u 
200854 
2cos 
2cosi21u 
2cos 341 
2008 


2cos 
2cos44 u 
2cos123u 
2 cos 95 u 


2008 39 
2008734 
2cos?3 u 
2cos7Ou 


2cosI u 

2cosb2u 
2008 724 
2cos185u 


2cos6l u 
200849 u 
2cos?26 u 
2cos122u 
200842 
2cos 115 
200379 4 
2cos 54 
2008 4 
2cos1l4u 
J0 u 
2cos116 


(2,3°) 

(2,3%) 
(2,3°9) 
(2,3®) 
(2,39) 

(2,3%) 
(2,3%) 
(2,3% ) 
(2,5°) 

(2,3%) 
(2,3®) 
(2,3%) 
(2,3”) 
(2,3*) 
(2,3°) 
(2,3%) 
(2,3) 

(2,3%) 
(2,3) 
(2,3%) 
(3,3) 
(2,3*) 
(2,3°°) 
(2,3%) 
(2,3°) 

(2,3°) 
(2,3°°) 
(2,3%) 
(2,3'*) 
(2,3) 
(2,3%) 
(2,3%) 


Radices. 


(1) 
(64) 
(5) 
(2) 
(121) 
(34) 
(60) 
(15) 
(S1) 
(44) 
(123) 


(3). 


(35) 
(73) 
(23) 
70) 
(9) 
(62) 
(72) 
(18) 
(61) 
(49) 
(26) 
(122) 
(42) 
(118) 
(79) 
(54) 
(98) 
(114) 
(50) 
(116) 
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(256) 
(193) 
(249) 

(255) 
(136) 
(223) 
(197) 

(242) 
(176) 

(213) 
(134) 
(162) 
(222) 
(184) 
(234) 
(187) 
(248) 
(195) 
(185) 
(239) 
(196) 
(208) 
(231) 
(135) 
(215) 
(139) 
(178) 
(173) 
(199) 
(143) 
(207) 
(141) 


(2,16) 
(2,4) 


(2,128) 


(2,32) 


(2,120) 
(2,30) 
(2,68) 


2,17) 


2,11) 


(2,67) 


(2,55) 


2,22) 
(2,46) 


(2,117) 


Period. (2,) 
2c0s 164 
2costu 
2cos 128 u 
208 
2 cos120 u 
2 008 30 u 
200865 
2cos 
200867 u. 

2 cos SS u, 
2cos22u 


200846 u 


2cos1li u 


(2,111) 


(2,92) 


2,115) 2cos113u 


(2,36) 


(2,124) 2cos 124 


(2,31) 
(2,52) 
(2,13) 
(2,95) 


(2,104) 2 cos 104 u 


(2,99) 
(2,89) 
(2,21) 
(2,59) 


(2,100) 2 cos 1004 


200830 


2cosslu 


2cos u 
2cos 134 
200895 


2 99 u 
200889 u 
2cos?1u 
2 u 


(3,25) 2cos254 


(2,29) 


2 cos u 


(239 
(2,3%) 
(2,3%) 

(2,3) 
2,3) 
(2,31%) 
(2,3%) 
(? 
(2,3418) 
(2,38) 
(23°) 
(2,3%) 
(2,3%) 
(2,3%) 
(2,3*) 

2,3114) 
(2,3) 
(2,39) 
(2,3%) 
(2, 312) 
(2,3) 
(2,3%) 
(2, 348) 
2,3") 
(2,3) 
(2,3%) 
(2,32%) 
2 


Radicex. 


(16) 
(+) 
(128) 
(32) 
(120) 
(30) 
(68) 
(17) 
(11) 
(67) 
(55) 
22) 
(46) 
(117) 
(111) 
(92) 
(113) 
(36) 
(124) 
(31) 
(92) 
(13) 
(38) 
(104) 
(39) 
(89) 
(21) 
(59) 
(100) 
(25) 
(29) 
(57) 


(241) 
(253) 
(129) 


225) 


(137) 
(227) 
(159) 
(240) 
(246) 
(190) 
(169) 
(235) 
(211) 
(140) 
(146) 
(165) 
(144) 
(221) 
(133) 
(226) 
(205) 
(244) 
(159) 
(153) 
(158) 
(168) 
(236) 
(198) 
(157) 
(232) 
(228) 
(200) 


10 


% 


(256,1)(,3) (16,3) 
(32,3) (,3') 
(16,106)(,3°) 
(64,3) (,3') 
(16,14) (,3°) 
(32,14) (,3°) 
(16 wu 
(128,3)(,3") 


(16,27) (,3°) 
(32,27) (,3)) 


(16,74) 


(64,27)(,3°) 


(16,126)(,3”) 


(32,126)(,3°) 


(16,83) 2 
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"Tabula 
Period. (4,) 
(4,39) 
(4,3) 
(4,3%) 


(4, 77) (4,3”) 

(4,3°) 

(4,105)(4,3®) 
(4,38) (4,3*) 
4,69) (4,3%) 


„ 1427) (4,3) 
441) (4,3) 


Period. (8,) 


105/39) 


4,74) (4,3") 
10)(4,3%) 
7 (4,78) (4,3) 

(4,126)4,3°) 
(4,97) (4,3%) 
(4,20) (4,3%) 


(4,3) 


126)(,3) 


(125.) Period. (64,) Period. (32,) Period. (16,) 


secunda 
Period. (2,) 

(2,3) u. 
(2,65)  2cos65u 
(2,24)  2cos24u 
(2,6) 2 cos6u 
(2,106) 208106 
(2,102) 2eos102u 
(2,77) 200877 u 
(2,45) u 
(2,14)  2cosi4w 
(2,125) 2cos 125% 
(2,112) 2cosil2u 
(2,25)  2cos?2Su 
(2,105) 2c0s 105 u 
(2,38) 

2,69)  2cos6I u 
(2,47) u 
(2,27) 
(2,71)  2cos7lu 
(2,41)  2cos41 u 
(2,54) 
(2,74) 
(2,110) 2cos110u 

4,78) 2008784 
(2,109) 2 cos 1094 
(2,126) 2cos1264 
(2,97) 200897 
(2,20)  2cos20u 
(2,9) 2C08 I 

2,83) 

2,85) 
(2,107) 2008107 u 
(2,91)  2cos91 u 
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(2,3) 
(2,3%) 
(2,3”) 
(2,3) 
(2,3) 
(2,3%) 
(2,39) 
(2,37) 
(2,3) 
2,3”) 
(2,3°) 
(2,3%) 
(2,3®) 
(2,3%) 
(2,3) 
(2 
(2,3) 
(2,3%) 
(2,3%) 
(2,3") 
(2,3®) 
(2,3”) 
(2,3) 
(2,3%) 
(2,3%) 
(2,3%) 
(2,3%) 
(2,3”) 
(2,3%) 
(2,3%) 


Radices. 
(3) (254) 
(65) (192) 
(24) (235) 
(6) (251) 
(106) (151) 
(102) (155) 
(77) (180) 
(45) (212) 
(14) (243) 
(125) (132) 
(112) (145) 
(28) (229) 
(105) (152) 
(38) (219) 
(69) (188) 
(47) (210) 
(27) (230) 
(71) (186) 
(41) (216) 
(54) (203) 
74) (183) 
(110) (147) 
78) (179) 
(109) (148) 
(126) (131) 
(97) (160) 
(%0) (237) 
(5) 0252) 
(83) (174) 
(85) (172) 
(107) (150) 
(91) (166) 


(2,45) 2008548 u 
(2,12) 2ecos12u 
(2,177) 2008177 
(2,96) 200396 u 
(2,103) 2cos 1034 
2,90) u 
(2,53) 
(2,51) 
(2,33) 200833 u 
(2,56) 2cosd6u 
(2,7) u 
(2,66) 2c0sb6 u 
(2,119) 2cos 119 u 
(2,94) 200594 u 
(2,76) 2cos76u 
(2,19) 2cos19u4 
2,52) u 


(2,108) 10Su 
(2,115) 2cos 


(2,93) u 
(2,101) 2cos 101 u 
(2,39) 
(2,37) 200837 
(2,95) 2008) 
(2,40)  2c0s40 u 
(2,10) 2cos10u 
(2,63) 2eosb3u 
(2,50) 2c0s80 u 
(2,43) 2c0s43 1 
(2,75) 2c0s75 4 
(2,57) 200887 u 
(2,56) 2c0s86 


Period. (2,) 


(2,3%) 
(2,37) 
2,3”) 
(2,3%) 
(2,3) 
(2,3%) 
(2,324) 
(2,39) 
(2 ) 
(2,3%) 


(2,37) 
(2,3) 
(2,3°) 
(2,3%) 
(2,3”) 
(3,37) 
(2,3'°) 
(2,3) 
(2,3°) 
ER 
(3,3) 
(2,3) 
(2,3%) 
ER 

2 a 


Radices. 
(48) (209) 
(12) (245) 

(127) (130) 
(96) (161) 
(103) (154) 
(90) (167) 
(33) (204) 
(51) (206) 
(33) (224) 
(56) (201) 
(7) (250 
(66) (191) 
(119) (138) 
(94) (163. 
(76) (181) 
(19) (258) 
(82) (175) 
(1085) (149) 
(115) (142) 
(93) (164) 
(101) (156) 
(39) (218) 
(37) (2%) 
(55) (202) 
(40) (217) 
(10) (247) 
(63) (194) 
(50) (177) 
(43) (214) 
(75) (18?) 
(57) (170) 
(86) (171) 


x; 

4 
= 
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IV, 
Tota problematis solutio eo ducta est, ut ad valores 
(2,1) (2,2) etc. 0... (2,128) 

definiendos, primum aequationem quadraticam, cuius radices sint aggregata 
et (125,5), quarım summa (256,1)=— 1 iam nota est, ipsa 
inveniamus, quibus adiuti aequationes duas, quarum radices sint (64,1) (64,9) 
et (64,5) (64,27) proponamus, ceterasque periodos aequationibus eiusdem 
ordinis exprimamus; in qua via progressi ad valores ipsos (2,1) (2,2) etc. 
perveniamus necesse est. 

Ouarum aequationum ambae priores prior: inveniuntur illa 
(Legendre theorie des nombres (Edition de 1330) (509,) 

+(1— 10257) Y—164+ 161297 — et 
Y—16 — 16 = 0 (ibidem >21), 
ta ut 


Ita sit, ubi 257 + 16’, cui conditioni una sola 
ratione satishieri potest, nimirum a =1, 5b=16; fit igitur: 


== 16, 
unde eveniunt duae aequationes desideratae: 
Y—16 = 0, 
+1/B7) Y—16 0. 

Haud ineptum esse credo, si alium utriusque aequationis construen- 
dae fontem afferam, ex theoria residuorum biquadraticorum emanantem, In 
commentationum Goettingensium recentiorum volumine sexto invenis in com- 
mentatione: ;,theoria residuorum biquadraticorum auctore Gaufs” art. $., 
«uatuor classes residuorum minimorum 4, B, C, D nominatas, quae fiunt in 


nostro exemplo 
A (1) (3% (64, 1), 


B = (3) (3).... (37°) (64, 3), 
(37%) = (64,9), 
D=(3)(3)... (3°) = (64,77) 
Per f denotato residuo minimo potestatis 3% secundum modu- 
lum 257 e tabula f invenitur = 3% (257) = 241. 
Inde sequitur hoc ceriterium diiudicandi, ad quam quatuor classium 
numerus datus % per 257 non divisibilis referendus sit: pertinebit scilicet A 
ad (64,1) (64,3) (64,9) (64,27) prout potestas %” secundum modulum 257 
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numero 1, 241, —1, vel —241 congrua evadit. Art. 15 ibidem multitudine 
numerorum e complexu (64,1), quos immediate sequitur numerus e complexu 
(64, 1) (64, 3) (64, 9) (64,27) respective designata per (00) (01) (02) (05) 
similiter in complexu (64,3) illa multitudine designata per (10) (11) (12) (13) 
usque ad art. 18 evictae sunt formulae hae: (si pro p» substituatur 57) 
16 (%0) = 257 +20 —3, 
16 21) = 23537 —2a, 
16 (22) = 337 + 2a —3, 
16 (23) = 357 — 2a +1, 
ubi numerus « talis impar est, ut 
257 = 
quod unico tantum modo fieri posse constat, nimirum @a=1, b=1i. 
Hinc evenit: 
(20) = 16, 
(21) = 16, 
(22) == 16, 
(23) = 16. 
lam vero aequationes quadraticae duae, quarum radices sunt /64, I) et 
(64, 3), (64,3) et (64,27) fiunt: 
9) (64, 0, 
Y’—((64, 3) + (64, 77)) Y+ (64, 3) (64,27) = 0, 
(64,1) + (64, 9) = (125, 1), 
(64, 3) + (64,77) = (128, 3). 
Per praecepta sectionis septimae disq. constat esse 
(64,1)(64,9) = etc. +(64,3°*+1), 
+16(256,1) 
—16, unde 
Inde fluunt aequationes eaedem ac antea 
Y?— (128,1) Y’—-16 = 0, 
Y?—(128,3) Y—16 = 0. | 
Utraque aequatione coniuncta, efficitur haec quarti ordinis aequatio: 
P’’—16Y+256 = 0, 
cuius aequationis coefhicientes respective congruentes esse coefhcientibus 


- 
743 

PP 

Er 

| 

= 
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6\* 
expressionis evolutae (r—7) secundum modulum 257, notum est. 


Haec aequatio quarti ordinis etiam ex generali forma ipsius derivari potest, 
quae pro numero primo = valet haec: 

bi C et haec significant : 


Ceteras vero aequationes quadraticas, quibus periodi sequentes de- 
terminantur haud «@ prior: propositas, adiumento tabulae secundae inveni. 
Hac ratione aequatio, cuius radices sunt (32,1) et (37, S1), est 

X?—(64,1)X+ (33,1) 53,81) = 0. 
Est vero ex notissimo theoremate disquisitionum arithmeticarum : 
= 0623, +32, 3°+1) etc. +(32,3°°+1) 
sive potius e tabula secunda: 
(32, 81 +1) 59,176 +1) 52, 11 (32,246 +1) 
32, 44 +1) -FHI) 8%, 67 +1) (32,190 #1) 
32,123 +1) 323,154 +1) 523, SS +1) 323,169 +1) 
323,95 +1) 3,162 +1) 3%, 22 +1) 33,235 +1) 
33,35 +1) 33,222 +1) 523, 45 +1) +1) 
2, 73 +1) (323,184 +1) (33117 +1) (32,140 +1) 
393,234 +1) 383,111 +1) (323,146 +1) 
2, 70+1) 52,157 +1) 3%, 92 +1) (33,165 +1) 
Ouae aggregata, per tabulam secundam, ad quam periodum formae (2,) 
singula pertineant, facile diiudicari potest; nimirum radices singulae illae 
ad (32,81) pertinentes, numero 1 auctae, inter omnes radices investigen- 
tur, periodus formae (52,) ubi singula inveniatur talis radıx, denotetur, ita 
ut, quot inter omnes periodos 
32,3" +1) ete.e +1) 

ad singulam octo periodorum formae (32, adnumerentur, definiatur; unde fiat 

32,1) 32,81) = AB, D + + + E(32,3) 

+ 8°(32,14)+ 6(32+27) + H (32,126), 

ubi 4, B, C, D, E, F, G, FH integros significant numeros. 

vero (32,1) (32,81) funetio invariabilis quantitatum (52,1) et 
(32,50) omnium igitur aggregatorum ad (64,1) pertinentium est, etiam eas 
periodos (32,) in isto producto quae sub eadem periodo (64,) contentae 
sunt coefficientes eosdem habituras esse sequitur (disq. arith. 350). 


(32,1) (32,51) 
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Hanc ob rem fit 
A=B, C=D, E=F, G=H, 
adeoque | 
(32,1) (33,51) = 4(64,1) + C(64,9) + E(64,3) + G (64,27). 
Quae cum ita sint, tabulae secundae adiumento productum (32,1) (32,81), 
nec non igitur uterque coefficiens aequationis quadraticae, cuius radices 
(32,1) et (32,81) sunt, per periodos formae (64,) quae iam antea deter- 
minatae fuerunt expressus est. Simili structura adiumentoque eodem ta- 
bulae secundae in productis construendis his, 
(16,1). (16,121), 
(4,1).(4,64), 
(31).(3,16), 
(1) . (256), 
ıinvenitur 
(16,121#1)+(16,136+1) + (16,120 +1) +(16,137 +1) | 
(16, 34-1) +(16,223++1) + (16, 
(16, 60+1)-+ (16,197 +1) + (16, 685-1) +(16,159+1) 
(16, 15+1)+ + (16, 14+1)+(16,240-+1) 
41.464) = + + 
(2,1).(2,16) = | Q,16 +1) + (2, 41+1)}. 
(1).256) = = 1. 
Unde emergunt tabula secunda adhibita, nec non his aequationibus introductis : 
—1=(256,1)=(128,1)+(128,3), 
(128,1)=(64,1)-+(64,9), (128,3)=(64,3)+(64,27), 


(16,1).(16,121)= 


etc. 
hae aequationes quadraticae: 
+ X 64=0 cuius radices (125,1) et(125,3), 
X" (138,1) X" — 16 = 0 - 
— (64,1) X" +5 +3 (64,1)+ (64,9) = 0 - 


— (32,1) X” - - (16,1) et (16,121), - 
—(16,1) X + (16,1) =0 - (8,8), 


| 
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Ar: —_ (8,1) X" + (8,3) + (8,20) = 0 cuius radices (4,1) et (4,64), 

xt _ (4,1) X" + (4,15)=0 - (2,1) et (2,16), 

> — (2,1) At . - (1) et (256). 


Cum per (125,1), (64,1), 523,1), (16,1), (5,1), (41), (2,1), (1) utra- 
cunque radix singulae aequationis huc pertinentis designari possit, semper 
supponere licet, ne ambiguitas oriatur, maiorem positivum valorem loco 
valorum (64,1) (32,1) (16,1) etc. respective *). 

Ceterae quidem periodi omnes aut prorsus simili ratione aequationi- 
bus quadraticis determinari, aut rationaliter ex illis prioribus, secundum 
praescripta art. 346 disquisitionum arithmeticarum, deduci possunt. Illic 
vero utra earum singularum aequationum radix singulorum valorum loco 
supponenda sit, cum iam periodis (64,1) (32,1) etc. suppositis, non am- 
plius arbitrio diiudicari possit, in novas labimur disquisitiones hie contor- 
tissimo illigamur caleulo. Hanc ob rem ad aliud confugiendum est artifi- 
cium, nune accuratius declarandum. 

Primum aggregatis (64,1) (64,9) determinatis, inde (64,3) (64,27) 
invenierda sint: hanc ob rem productum hoc evolvatur: 

(64,1 — (64,9)} {(643) — (64,27)} 

—= (64,1) (64,3) — (64,3) (64,9) (64,9) (64,27) — (64,77) (64,1). 

Sit vero: 
(64,1) (64,3) = &(64,1) + 264,9) + y(643) + 864,27). 

lam inde secundum praescripta art. (335, IV.) disq. arith. derivatur: 

(64,1) (64,3%) = (64,1) + (64,9) + y(64, 3A) + 0(64, 27 2); 
hanc ob rem habemus 

(64,9) (64,27) = (64,9) + (64,1) + (64,27) + 3),' 
inde 
(128,3), 

an 


Oua suppositione facta tandem ad (2,1) = 2.008 555 fore, inveniemus. Huius 


tlieorematis demonstratio vero in numero difficillimarum ponenda videtur; atque nihil 


de hac re hic adiiciatur, nisi quod, si pro (PT, 1) maiorem positivam radicem po- 


namus, inter E 7) valores ad (? > 1) perlinentes etiam: cos -— + sin — semper 
P 

inveniri, a cl, Gauls demonstratum esse. 
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qua re secundum eadem praescripta 


— (64,3) (64,9) — (64,27) (64,1) = — (@a+P) (128,3) — (128,1), 
unde 


((64,1)— (64,9) (64,3) — (64,77) = {a + 0) {128,1 — (125,3)}. 


Hinc emanat formula: 
) 7 x — (128,3) 
ıam notum est 


(64,3) + (64,77) = 128,3, 
unde determinantur (64,3) et (64,27), per quantitates iam determinatas 
(125,1), (128,3), (64,1), (64,9). 
E tabula secunda invenitur praeseripta ratione Ih, 
y=12, ö=16, unde 
Aggregatis (32,1) et (32,81) suppositis ceterarum periodarum valores se- 
quenti via eliciuntur, 
Primum vero propositio haec demonstretur: 

Productum ((32,1) — (32,51)) (323, m) — si et (32,7) 
ad unam pertineant periodum formae (64,) semper per solas periodos for- 
nıae (64,) itaque per iam notas quantitates exprimi posse. 

Demonstratio: Sit (32,77) = (32, 3"), iam e conditione proposita fit 
Gr) = (32,3*. 81) = 32. unde illud productum evolutum fit 
(32,1) 83,3%) + 82,3%) 33,3) — (323,3) 33,3) — 


= 


inde 


Sit 


(32,3) (32,34) = 
Ouae si coniungantur, emergit 
— (32,1), 53,3°) + 83,37) 83,37%) 
= (a+P) (64,1) + (y+9)(649) + (e+8) (64,3) + (n+9) (64,27). 
Eadem ratione sit 
— (32,3%) (33,3°) = — @’(32,1) — B'(32,81) — Y’ (32,9) — (32,42) (32,3) 
— (32,14) — (33,27) — (32,1%), 


— (32,1) 323,3*+) — (32,3%) (32,3%) 
= — (64,1) — (64,9) — (e’ (64, (64,27). 


Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hit.1. 


inde emergit 
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Ita ut habeatur: 
(33,0 — 83,81) (83, m) —32,n)) = (64,1) 
— +9) (64,9 
+e (EHI) (643) 
+93 — 64,77 
q. e. d. 
Si speciatim est u—=?: 
fit: 
— (32,3%) (32,3) 
= — (32,3?) (39,3%) = —a (32, 9) (32, 42) —Y(32,1)— 0 (323,81) 
— 2 (32,27) — (32,126) —n (32,3) — (32,14), 
unde: 


hanc ob rem 
(32,1) — (32,81)) (323, m — 32, n) 


— (64, 164,9) + — (n+9)) (64,3) — (64,77), 
in hoc speciali casu per quantitates non minus iam determinatas (64,1—64,9) 
(64,3 — 64,77) determinari possunt. 
Hac quidem via per opem tabulae secundae invenis: 
= 
4.(/64,1) — (64,9) + (64,3) — (64,27)) 
32,1) — (32,81) 


(33,9) — 83,42)) = 
unde jam sponte sequitur: 
.(82,27)— (33,1%6)) = 
Ouantitatibus 


(32,3) — (32,14) 


(323,3) + 8314) = (64,3), 

(32,9) + E42) = (64,9), 

(33,27)+ 323,126)= (64,77), 
iam determinatis, ipsi valores aggregatorum (32,3), (33,14), (323,9), (33,42) 
(32,27), (32,126) facillime ex ipsorum summa et differentia emergunt. Pror- 
sus simili ratione omnes periodi eliciuntur 16 terminorum, ibidem eadem 
valente propositione, ut si 16, m et 16,2 ad eandem pertineant periodum 
32 terminorum, productum: 

(16, 1— 16,35) (16,7 — 16,7), 
per solas periodos 32 terminorum, itaque iam antea determinatorum, ex- 
primi possit. Quae propositio eodem modo demonstranda ac antea casım 


| 
4.((64,3) 
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specialem secum fert m = 3’= 81 sive a—=4, ubi productum igitur illud, 
adeo per quantitates 
(33,1) — (33, 81)), (33,9) — (32, 42)) etc. 
exprimi potest. 
Hanc ob rem e tabula secunda computandae sunt hae quatuor quan- 
titates: 
1. ((16,1)— (16,121))((16,9) — (16,61)) 
2%/64,1)+ (128,3) — 2(323,42) — 6 (32,3), 
2. ((16,1— 16, 1?1)) ((16,3 — 16,106)) 
= 4(32,1)+ (323,81) — (64,9) — 2 (32,3) + (33,14) — 3(32,27) + (323,126, 
3. (416,1 — 16, 121)) ((16,27— 16, 74)) 
— (128,1)—(32,1) —(64,3)— (32,27) + (32,126), 
4. ((16,1 — 16,121)) ((16,81— 16, 35)) 
— ((32,3)—(32,14)) — 3 (82,27) — (32,126); 
ex sponte Nuunt, si potestatem radicis primitivae 3 adsceriptarum ra- 
tionem faciamus secundum praescripta articl. 345, IV. disq. arith. 


5. ((16,9) —(16,61)) ((16,42) —(16,58)) 
6. ((16,3) —(16,106))((16,14) —(16,105))=(323,9) —(33,42)) —3( 33,80) 32,1) 
7. ((16,27)—(16,74)) ((16,126)—(16,83)) 


cum deinde quantitates 
(16,9) + (16,61) = (33,9) 
(16,3) + (16,106) = (32,3) 
(16,27)+ (16,74) = (32,27) 
(16,81)+ (16 "5) = (32,81) 
iam determinatae sunt, inde si aequationibus 1, 2, 3, 4 coniungantur, emer- 
gunt valores (16,9), (16,61), (16,3), (16,106), (16,27), (16,74), (16,81), 
(16,35), ex suppositis prioribus (16,1) et (16,121). 
Qui valores rursus substituti in aequationibus 5, 6, 7, adhibitisque 
tribus aequationibus his 
(16,42) + (16,58) =. (323,42), 
(16,14) + (16,105) = (32,14), 
(16,126) + (16,83) = (32,126), 
ad determinanda aggregata (16,42), (16,58), (16,14), (16,105), (16,126), 
(16,53), viam sternunt. 
Prorsus simili ratione, duabus periodis (8,1) et (8,5) per aequationem 
quadraticam antea inventis, atque ne ambiguitas oriatur periodi (8,1) loco 
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malore istius acquationis radice positiva supposita, octo similes quantitates 
ac antea I, 2, 3, 4 ex tabula secunda computantur, ceteraeque septem 
inde derivantur. 

llac in via progressi sensim sensimque omnes valores periodorum 
tringinta duorum, sedecim, octo, quatuor, duorum terminorum invenire 
possumus, ita ut problema nostrum: omnes valores periodorum formae (?,) 
invenire, solutum videatur. 


Si omnes periodi formae (2,) determinatae essent, nihil nisi cuinam 


quantitati formae ? c0s zz aequalis sit singula illarum assignare reliquum 


remaneret, quod nimirum ita absolvi posset, ut, quae omnium periodorum 


(2,) summum haberet valorem positivum, ei attribuatur quantitas 2008557 * 

Ouamquam vero haecc directa via sine ulla ambiguitate ad problema 
solvendum strata esse videtur; attamen cum ibidem in computationibus 
diffieiibus implicaremur, nec non unam tantum omnium periodorum (?,) 
determinare opus sit, unde ceterae omnes facile derivarı possint, iam multo 


brevior problematis solutio, una cum computationibus huc pertinentibus 
statim hie proponatur. 

Prima aequatio X”+X’=64 hos suppeditat valores 


2 
= er quorum priorum statuemus = (128,1), unde emergunt hi valo- 


res numerici: 


(128,1) = 7,51560979 
(128,3) = —8,51560979. 
Secunda aequatio cuius radices (64,1) et (649), haec est: 
(128,1).X = 16; 


; 
sus hic maiorem positivum valorem ponimus = (64,1), id quod in omni- 
bus sequentibus aequationibus observabitur. 
Unde emergunt hi valores: 

(64,1) = 9,2460740 

(64,9) = — 1,7304642. 
Porro habemus 

(64,3) + (64,27) = (128,3), 


128,1— 128,3) 
(64,3) — (64,77) = 8 (er, 1— 64, 
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unde computantur : 
(64, 3) = 1,5841898 
(64,77) = — 10,09979960. 
Tertia aequatio est (64,1) X’ = 5, +3.(64,1) + (64,9), 
quarum radices funt: 
_ +45 + 3064,01) + (64,9))) 
3,1) = 


32,81) = (64,1) — V (64,1)? + 4(5+3(64,1) + (64,9))) 
2 


sive: 
(32,1) = 11,8604556 

(323,81) =— 2,6143817. 

Porro habemus: 
(33,9) +(323,42) (64,9), 


(32,42,) — (649) + (64,3) — (64,27) 
(32,1) — (32,81 
ex quibus aequationibus derivantur : \ 
(323, ) = 2,%57914 
(32,42) =— 3,9962556. 


Deinde aequationes 
= (64,14), 
— 2((64,1) — (64,3) 
(32,3) (32,14) (32,1) —(32,81) 
hos suppeditant valores: 
33,3) = 0,%677706 
(39,14) =—1,3 114192. 
Sequentes denique aequationes: 
(32,277) (33,126) = (64,27), 


| 4641) + (64,9) + (64,3) — (64,27) 
(33,27) — = 4 


dant valores hos: 
(323,77) = — 6,3864173 N 
(32,196) = — 3,7133823. 
Quarta aequatio est: 
x" (33,1)X" = — ((1238,1) + (32,1) + (32,9) 2.323,14); 
unde determinantur: 
(32,1)-+V (32,1)°— 4(128,1) + (32,1) + (33,9)-+2 (32,14) 
(16,1) 
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unde einergunt hi valores numerici: 
(16,1) = 9,229153 


(16,121) = 2,631303. 
Porro habemus: 


(16,81) + (16,35) = (32,81), 
16,81) — (16 ((32,3) — (32,14)) — 3 ((32,27) — (32,126)) 
(16,81) — (16,35) (16,1) — (16,121) 
(16,81) = — 0,779712 
(16,35) = — 1,834670. 


Deinde habemus: 
(16,9) + (16,81), = Ser: 9), 
(16,9) — (16,61) = 2. (64,1) + (128,3) — 2 (32,42) — 6 (32, 3), 
(16,1) — (16,121) 


inde sequitur: 
(16,9) = _2,375151 
(16,61) = — 0,109359. 
Ex acquationibus his: 
(16,42) + (16,58) = (323,42), 
16,42) — (16,58) = ((32,27) — (32,126)) — 3 ((32,14) — (32, 3), 
(16,9) — (16,61) 


vomputantur valores: 
(16,42) = — 3,1757 
(16,58) = — 0,821039. 
Aequationes: 
(16,3)+(16,106)= 
432,1)-+(32,81)— (64,9) 332,27 )+(32,126 
(16,3) | (16, > (16,1) — (16,136) 
suppeditant valiores: (16,3) 4,890486 
(16,106) = —4,627715. 


Deinde habemus: 
(16,14) + (16,105) = (32,14), 


16,14) + (16,105) = ((32,9, — (32,42,) — 3 ((32,81) — 


(16,3) — (16,106) 
unde sequuntur valores: 
(16,14) = 3,270792 
(16,105) = — 1,949372. 


Jam ex aequationibus: 
/16,27) + (16,74) = (33,27), 


/ en (128,1) — (32,1) — (64,3) — 2 (32,27) + (32,126) 
(16,74%) 16,1) — (16,121) 
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emanant valores: 
(16,27) = — 2,955979 


(16,74) = — 3,430439. 
Habemus denique: 
(16,126) + (16,83) = (32,126), 


32,81) — (32,1)) — 3(32,42) — (32,9 
(16,126) — (16,83) — (8231) 
unde fluunt hi valores: 
(16,1%6) = 2,686687 
(16,83) = —6,400069. 
Quinta aequatio quadratica haec est: 
X" — (16,1)X" = — (16,1) — (16,9) — (16,3) — (16,18), 


unde computantur valores: 
(81) = 5,950596 


(8,8) = 3,378156. 
Ceterarum periodorum tantum eae computatae sunt, «quae ad sequentes 
aequationes construendas adhibeantur necesse est. 
Est: 
(8,121) + (8,60) = (16,121), 
(8,121) — (8,60) = — (16,1) — (16,121))— ((16,81)—(16,35)) — ((16,42)—16, 59)) 


(8,1 
unde fluit: 


(5,60) = 3,721079. 
Habemus: 
(8,81) + (8,123) = (16,81), 
(8,81) + (8,123) = 
(16,121) — (16,39) — (16,14) — (16,105)4 (16,27)+ (16,120) 
(8,1) — (8,8) 


unde: 
(8,851) = 1,947629. 
Deinde habemus: 
(8,9) + (8,72) = (16,9), 
(I) — = 
— X 16,121) — (16,81)+ (16,61) + (16,58) — (16 105) — (16,27) + (16,74) + 2(16, 126) 
(8,1) —(8,8) 


inde fit: 
(8,9) = 1,4777% 


(8,72) = 0,597425. 
Ex aequationibus: 
(861) + (8,26) = (16,61), 


ke: 
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(8,61) — 2 ((16,61) — (16, (16, 120), 


(8,61) = 2,377160. 


computafur: 


Similiter ex aequationibus 

(8,42) + (8,79) = (16,42), 

(8,42) — (8,79) = 

— (16,121) + (16,35) + (16,106) + (16,105) ++ (16,27) — (16,74) — 2 (16,126) — (16, Dig 
(8,1) — (8,8) 


(8,79) = 0,363844. 


derivatur: 


aequationibus: 
(8,3)+ (8,24) = (16,3), 
16,1) — (16,35) + (16,61 mr 
(8,3) — (8,24) = (16.1) — (46,35) ‚105) 3(16, 126) 


(8,3) = 4,646377. 


emanaät: 


Ex aequatione: 
(8,19 + (8,119) = (16,14), 
— (8.112) = 
8,14) — (8,112) 8,1) — 8,8) 
computatur: 
(8,112) = 1,595182 
(8, 14) = 1,675610. 


Similiter ex aequatione: 
(8,105) + (8,69) = (16,105), 
(16,3) — (16,106) — + (16,27) (16, 
(S,105) — (8,69) (8, 14) (8, 112) 
(8,69) = 1,803360. 


Tandem aequationes: 
(8,126) + (8,20) = (16,126), 
(8,126) + (8,20) = 
2(16,1) — 2 (16,43) + (16,61) + (16,3) + (16,14) + (16,27) -F (16,74) — (16,105)! 
(8,1) -— (8,8) 


suppeditant: 
(8,20) = 3,060599. 
Sexta aequatio quadratica haec est: 
X" (8,1) X" = — (8,3) — (8,20), 
ex qua computatur; 
(4, 1) = 3,848329 
(4,64) = 2,002668. 
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Ad sequentem aequationem quadraticam construendam adhue desi- 
deratur valor (4,15) quem ex his aequationibus computamus : 
(4,60) + (4,15) = (8,60), 


— 28,1) — (8,81) — (8,79 +8,61) + (8,79) — (81H (8.69 


nimirum 
(4,15) = 3,696748. 
Septima aequatio quadratica hace est: 
X? __(4,1)X" = — (4,15), 
unde computatur: 
(2,1) = 1,9994024. 
Octava aequatio quadratica denique haec est: 
unde invenimus: 
(i) = 0,999701 + 20,024440. 


. cos?zrı ‚sin 
Cum vero quantitass (I) = —; + 


quaelibet aequationis A" ita significata est, jam accepimus has positiones: 


sit, quia radıw imaginaria 


2357 


9997 — 
0,999701 257 
sin?«n 
| 0,024440 
unde tabulis sinunm et cosinuum adhibitis, invenitur x = 1, quippe quia 
an 
8557 = 008 1° 242,8 = 0,9997012, 
sn = sin 1° 24° 2,5 = 0,0244457, 
istic invenitur; itaque clarum est radicem illam aequationis = |, r, 
27 
ab initio disquisitionis suppositam = (1) fore = cos 557 + 
lam inde sequitur esse: 
27 
2,1) = 2008 (2,2) = 2 cos ? — etc. (?,m) = cos m 
( ) cos 257? ( 5 253/ te ( ) 257 


Ouae cum ita sint, angulo 557 per & significato, tota in antecedentibus 


solutio data per coss. multiplorum anguli & perduei potest, quum primum 

in octo illis aequationibus ubique loco periodorum singularum subintelli- 

santur aggregataycosinuum angul & talia, quae ex tabula secunda loco an- 

angulo supposito sequuntur. Inde exempli gratia desumitur: 
Crelle's Journal d. M. Bd, IX. lit. 1. 4 
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(4, 1) = -+2cos16e, 
(4,64) = 2008 64% + 2cos4e, 


etc. 
deinde: 


(51) = (4,1) + (4,64), 
= 2c008% + + 2cos64& .... 
etc. 
Iam inde facile intelligitur, notationem illam ex theoria numerorum de- 
sumtam nonnisi adhibitam esse, ad vera ista aggregata cosinuum, quorum 
valores praescripta ratione sensim sensimque ex iam determinatis derivari 
possint, invenienda atque determinanda, unde radices ipsae aequationis 
X” 1 sequantur; nec non denique, nisi summo calculo impediremur, 
e consinibus ipsis trigonometricis formulis coefhicientes omnium aequatio- 
num quadraticarum antecedentium elici posse. 
(Cont. seg. prox.) 
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Table des racines primitives etc. pour les nombres 
premiers depuis 3 jusqwäa 101, precedee d’une 
note sur le calcul de cette table. 
(Par Pediteur.) 


a loccasion quelques recherches dans la theorie des nombres, 
que jai calcul@ une table des racines primitives pour les nombres premiers 
depuis 3 jusqu’a 101, laquelle ainsi fait suite ü celle d’Euler qui contient 
les racines primitives depuis 3 jusqu’a 37. CGomme le caleul, que jai fait, 
donna en m&me tems, et comme par lui meme, les restes des puissönces 
des nombres naturels divises par les divers nombres premiers, et en sus 
les nombres dont les puissances moindres que celles des racines primitives, 
divisces par les nombres premiers, laissent 1 pour restes, et lesquels l’on 
pourrait nommer racines secondaires ou racines primitives subordonnees : 
ces derniers nombres et les restes des puissances dont les exposans sont 
diviseurs du nombre premier donne diminue d’une unite, ont introduits 
egalement dans la table. 

Je vais presenter iei cette table puisque, une fois caleul&e, elle pour- 
voit ©tre utile a ceux qui s’occupent de la th&orie des nombres et de ses 
applications dans l’analyse. 

Quant au calcul que jıai employ& pour construire la table, il ne 
repose que sur des thdor&mes assez connus; mais comme l’application de 
ces theoremes a fourni un me&canisme de calcul remarquable par sa simpli- 
cite et par la facilitE et süret@ avec lesquelles il a donn“, comme d’un 
seul jet, non seulement les racines primitives cherchdes, mais encore les 
autres nombres remarquables, je ferai pr&eceder la table d’une explication 
de ce mecanisme du calcul. 


Note sur le calcul de la table ci-jointe. 


Je commencerai par @noncer en peu de mots les principes qui ont 
servi de base au caleul.e. Les personnes bien versees dans la theorie des 


nombres pourront passer cet Enonck. 
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1. Soit un nombre premier queleonque donne, on sait qu'en 
vertu du theoreme de Fermat, toutes les valeurs 1, 3, 3, 4 ....p—l 
de satisfont l’&quation 

l. Np-+1, 
ou N signifie un nombre entier. Quelques unes de ces valeurs de a, (le- 
vees successivement A toutes les puissances 2, 3, 4, 5" etc., et ces puis- 
sances divisces ensuite par p, laissent pour restes des nombres_ diff@rents 
de 1, et ne presentent pas ce dernier reste avant la puissance a—1"", de 
sorte que dans T’@quation 

2. = Np-+1, 
la zmoindre valeur de x est Ges valeurs de sont celles qu'on 
nomme r@cınes primilives., 


il. Mais, si r exprime les divers diviseurs premiers de p—1, de 


sorte que p. 


il y a toujours et pour ehaque r des valeurs de @ parmi celles 1, 2, 3,... 
... p—1 qui satisiont deja l’equation 
4. 
sous condition que r est le moindre exposant de la puissance de e, laquelle, 
divisce par p, laisse 1 pour reste. Ces valeurs de « sont celles qu’on pour- 
rait nommer racines secondaires, ou racines primitives subordonnees. 


il. Soit 
*=Np-+tr, 


ou A est facteur de ay—1 (3.), il existe toujours A valeurs diflerentes de 
2 qui donnent /e meme reste r. Comme p—1 est un nombre pair pour 
tout nombre premier impair, il est toujours divisible par A=2. Done il 
existe Zoujours des couples de valeurs de « pour chaque reste guadrati- 
gue r. Si est divisible par A=3, il existe des groupes de 3 va- 
leurs de @ pour chaque reste cubigue r etc. 

IV. L’equation (5.) donne 


ou bien 


6. "= Np-+Hl. 
Cela fait voir que les restes guadratigues, cubigues etc. sont toujours des 
racines secondaires et jamais des racines primitives, parceque deja la puis- 
sance r<p—1, divisce par >, donne 1 pour reste. 
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V. Toutes les puissances des restes «quadratiques, cubiques ete. 
donnent de nouveau des restes du m@me genre. Car puisque Fequation 
(5.) a lieu pour toutes les valeurs 1, 2, 3, ....2—1 de «a, et que a’, @, 
@, 00.., en en retranchant un multiple convenable de >, rentrent toujours 
dans ces m@mes valeurs, les puissances successives de r rentreront “gale- 
ment dans le cadre de ces restes. 


VI. Si, comme dans le cas actuel, on cherche non une racine pri- 
mitive Zsolee, mais foutes ces racines en möme tems, on pourrait d&jä tirer 
de la remarque (IV.) une methode assez expdditive pour le caleul de ces 
racines. Car il ne s’agirait que de caleuler les restes quadratiques, les 
restes cubiques, sil y en a d’egaux, c’est-A-dire si a—1 est divisible par 
3, ete., et generalement les restes des puissances dont Vexposant est divi- 
seur de y— 1. Comme tous ces restes ne peuvent etre des racines pri- 
mitives, celles-ci se trouveroient sur le champ, en effacant dans la serie 
1, , 3 4 2... p—1 les restes caleules. Kt diailleurs le ealeul de ces 
restes serait assez facile, en profitant de la remarque (V.). Car iln'y au- 
roit qua prendre les puissances diverses d’un reste quelconque, dont on 
connait toujours Fun ou Tautre, par ex. des nombres 4, 9, 10, 2... qui 
sont restes quadratiques; des nombres S, 77, 64, .... qui sont restes cu- 
biques etc. Ce seroit m&me une methode direcie de caleul, dans le cas 
ou l’on desire en m@me tems les restes des puissauces, dont il s’agit, par- 
ceqwil n’y auroit pas de tätonnement. 


VII. Mais cette methode a linconvenient «que les puissances 
seul reste quadratique, cubique, bien quelles ne donnent autre chose que 
des restes du möme genre, n’en donnent pourtant pas /ous les restes qu'on 
cherche, puisque Np+a"= Np-+-1, de sorte qu’on ne trouve 
pas tous les y—1 restes, mais seulement r restes. Pour avoir les autres, 
il faut calculer de nouveau les puissances de quelques autres restes.” 


VII. Par cette raison on a prefere une autre meöthode, «que 
l’exemple suivant £claircira suffisamment. exemple est choisi parmi 
ceux qui offrent plus de difhieult@s que les autres, et il sufüira de faire voir 
les regles du calcul. 


IX, Soit propose le nombre premier p=41, 


{ 
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Voilä le tableau du calcul: 
1. 123456 7 8 910111213 14 15 16 17 18 19 0 
2. 6 81012141618 % 28 30 32 34 36 38 40 
3,24 816323 510% 40 3937335 918 31 
4 3 6 9121518 1 % 27 30 33 36 39 ı 4 71013 16 19 
5. 3 927 40 38 32 14 1 
6. 61218 %4 3036 1 71319 35 31 37 2 814% % 32 38 
1. 636 11 35 27 39 29 1019 328 4% a1 318 % 33 34 40 
8. | 6 1 9 9 0 19 232 
6 36 11 25 
19 32 28 4 
g, 26 33 34 40 
14 p) 12 31 
17 20 38 23 
1. 2192293 2% %5 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 
2, 135 7 91113 15 1719 ı 33 35 77 29 31 33 35 37 39 
4. 229528 31 34 3740 2 5 8111417 %0 23 % 29 32 35 38 
5. 
6. 3 915 1 97 33 39 4 10 16 22 28 3440 5 11 17% %9 35 
355301614 21231 %2 9133717383315 8 71 
28 4 33% 3 A 
3 35 8 7 N 
27 39 29 10 
24 21 3 18 
g, 35 5 30 16 
22 9 13 37 
15 7 


Voici aussi les regles. 

„1. Ecrivez sur une premicre ligne les nombres naturels 1,2, 3,...40. 

"2. Ecrivez dessous ‚ sur une seconde ligne, les multiples de 2, en 
ayant attention d’en retrancher p—=41, aussitöt que les multiples de 2 
surpassent 41. Cela se fait sans un calcul proprement dit. 

3. Maintenant les nombres de la seconde ligne vous donneront deja 
sans mouveau calcul les diverses puissances de 2. Car au dessous du 
nombre 2 de la premiere ligne vous trouvez dans la seconde ligne 4=?'; 
au dessous de 4 de la premiere ligne vous trouvez dans la seconde ligne 
au dessous de 8 vous trouvez 16 = sous 16 vous trouvez 
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sous 32 vous trouvez 23 = Done iln’y a quwä 
copier les nombres de la ligne pr&cedente et ü Ecrire la froisierne ligne, 
qui presentera les diverses puissances de 2, ou plutöt les restes que lais- 
sent ces puissances, si on les divise par p. ‘ 

4. Si aucun de ces restes, autre que le dernier, &toit =1, le 
nombre 2 seroit necessairement une racine primitive. Mais dans le cas 
actuel on trouve que d&ja Np-+1. Donc 2 n'est pas une racine 
primitive. 

9. Essayez donc le suivant nombre premier 3. Eecrivez sur une 
quatricme ligne les multiples de 3, precisement de la möme maniere que 
vous avez employ@e pour le nombre 2 (2.) et puis extrayez de ces mul- 
tiples les diverses puissances de 3 d’apres la m@me regle suivie en (3.) 
pour le nombre 2. Ecrivez les sur une cinquieme ligne. 

6. Vous trouverez que dans le cas actuel 3 n’est pas non plus 
une racine primitive, parcequ’on a ’=Np-+1. 

7. Maintenant, au lieu d’essayer le nombre premier suivant 5, vous 
pourrez dejü ötre sür que 2.3=6 est ellectivement une racine primitive. 
Car si ce nombre ne l’etoit pas, on ne pourroit avoir que 6°, ou 6°, ou 
6°, ou 6°, ou 6", au 6”—=Np-+1; 2,4, 5, 8, 10, 20 £tant les seuls fac- 
teurs de Mais suivant le caleul fait on a 

= N, +4, ”=-N+32 = Np—9, 
°=Np+35 = Np—3, 
donc 
et de la 
Np+10, = Np-+40. 

8. Cela etant trouve, €erivez sur une sixieme ligne les multiples 
de 6 suivant la rögle de (2. et 5.), et puis extrayez en les puissances di- 
verses de 6 d’apres la regle de (3. et 5.). 

9. Ici finit deja tout le calcul, si d’ailleurs on veut nommer cal- 
eul la simple &eriture des multiples d’un nombre peu considerable, comme 
2, 3, 6 ete. Des ici vous trouverez tous les resultats par la simple copie 
de nombres deja calculds, en les mettant ü leurs places, et puis en ordre, 


10. En ellet, le reste 36 (ligne 7.) de la 2" puissance de 6 etant 
le reste guadratigue de ce nombre, celui 25 (ligne 7.) de la 4"* puissance 


\ 
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de 6 sera @galement reste guadratigue de 6°=36, celui 39 (ligne 7.) de 
la 6"" puissance de 6 sera reste guadratigue de 6° = Np+ 11; 10 sera 
reste guadratigue de Np-+-25 etc. Done il n’y a Ecrire les 
nombres de la 7 ligne au dessous d’eux memes, en laissant toujours al- 
ternativement une eolonne vide. Etant arrive de cette maniere au dernier 
reste 1, auquel röpond le nombre 40, on continue en commencant de- 
rechef. Les nombres 6,355 36,5, 11,30 ...., plac&s de cette sorte au-dessous 
de ceux de la 7" Iigne, seront ceux (8.), dont les nombres de la 7” 
ligne, qui se trouvent au-dessus, sont les resies guadratigues. 

On par les mömes raisons que si Von &erit les nombres de la 
7" ligne egalement au - dessous deux m&mes, mais en laissant toujours colon- 
nes vides, comme dans (9.), ces nombres (9.) seront ceux dont les nom- 
bres 27, 32, 3 etc. de la 7”° ligne qui se trouvent au-dessus, sont /es 
restes de leurs 5" puissances. Et ainsı de toutes les autres puissances. 

12. Mais p—1 = 40 n’ayant pas d’autres diviseurs premiers que 
2 et 5, tous les nombres de la 7°“ ligne qui ne sont ni restes quadrati- 
ques ni restes de puissances einquicmes, seront ndcessairement des racines 
primitives. Donc les nombres 6, 11, 29, 19, 25 etc., au-dessous des- 
uels ou ne rencontre ni racines 2”“ ni racines 5”"", sont les racines pri- 
mitives cherchees. 

13. Vous avez trouve jusquiici les restes des et etc. puis- 
sances de nombres 1, 2, 32... 2 — 1, avec les racines qui correspondent 
a un möme reste, et de plus les racines primitives du nombre premier 
donne. Pour trouver encore les racines secondaires, il faut premierement 
mettre en ordre les r£esultats trouves jusqwiei. Cela ce fait comme suit. 

i4. Copiez les restes quadratiques 30, 25, 39 ete. dans l’ordre ou 
ils sont, mais en les placant en colonnes par dixames, de la manicre 


suivante: 

4 10 235 36 40 
>» 28 :21::39 
21 


23 33 
31 
37 


Dapres ce petit tableau vous pourrez les ranger dans leur ordre naturel 
par le seul coup d’oeil, et cela vous donnera la premiere ligne r=1,2, 4, 
Syao.. de la table a construire (voy. p=41 dans cette table plus bas). 
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Cela fait, mettez les racines 6,35 (ligne 8 tableau de caleul IX.) au- 
dessous du reste quadratique 36 (table page 44, p—=41), les racines 36,5 
au-dessous du reste quadratique 25, les racines 11,50 au-dessous du reste 
quadratique 39 etc. Cela vous donnera les valeurs de « de la table pour 
Np + 

15. Faites prdeisement les mömes operations avec les restes des 
5” puissances du tableau (IX.) et avec leurs racınes, et vous aurez les 
valeurs de r et «a dans @ = Np-+r pour la table a construire ete. 

16. Des ici vous n’avez plus besoin du tableau (IX.), mais vous pour- 
rcz tirer de la table commencde elle möme, les resultats dont il s’agit encore. 

Supposez pour cela x successivement egal ü tout les facteurs de 
p—1=40, savoir 2=40, 20, 10, 8,5, 4,2%, 1. 

17. CGommencez par le plus petit facteur 1. Tl est clair que si 
a —=Np-+l, iln’y a dautre valeur de @ que 1, car Ja premiere puis- 
sance d’aucun autre nombre que 1, divisce par >, ne laisse 1 pour reste. 

13. Maintenant la partie de la table qui se rapporte a l’@quation 
ae —=Np-+tr fait voir, que pour r=1 il ny a diäutre valeur de que 
1 et40. Done si lon veut que dans a = Np-r1, x seit =, a ne peut 
etre que 1 ou 40, et 1 ayant die da reserve por z=1, on aa 
pour 2=2. 

19. Vient e=4. Cherchez la valeur 40 de «a pour =? parmi 
les valeurs de r dans «= Np-+r: vous trouverez quil n’y a que les deux 
nombres 9 et 32 dont la 2”* puissance, divisce par >, laisse 40 pour reste, 
et 40° etant = Np-+-1, on voit que la 4#"" puissance de 9 et 32 donne 
Np-+1, et que cela n’a lieu pour aucune puissance moins dlevde. Donc 
si lon veut que dans a = Np-Fl, x soit =4, il n’y a diautres valeurs 
de @ que 9 et 9%. 

20. Pour avoir @e dans @ = Np-H1, iln’y a qwä chercher la va- 
leur 1 der dans @® = Np--r. Ou trouve que, 1 exceptd, il n’y a d’au- 
tres valeurs de a pour = Np--1 que 10, 16, 18, 37. 

20. Sot e=8 dans a —=Np-+1. IUny a quäü chercher les 
valeurs 9 et 32 de a dans = Np-+H1 parmi celles der dans =Np-+r, 
Gela fait vor we 39, et 14°, = Np+ 32. Done 
les valeurs de a pour @ = Np-+1 sont 3, 14, 77, 35, et I nyena 
pas d’autres. 
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21. Pour trouver les valeurs de « pour a" = Np-+1, on cher- 
chera Ja valeur de pour = parmi les restes r de ®=Np-+Hr. 
On trouve que les nombres 4, 25, 25, 31, 40 conviennent ä ce reste, et 
en ellagant celui 40, qui est d&a reserve A x=2, on voit quiiln’y a 
pas d’autres valeurs de pour a" =Np-+1 que 4, 23, 31. 

22. Pour trouver les valeurs de a pour @” = Np-+1, on cher- 
chera les valeurs 9 et 32 de @ pour @ —=Np+1 parmi les restes r de 
@=Np-r. On trouve que les nombres 5, 8, 9, 21, 39, 2, 20, 32, 33 
et 36 convienneut a ces restes, et en supprimant les nombres 9 et 32, dejü 
employes, on a 2,5, 8, 20, 21, 33, 36, 39 pour les valeurs de « dans 

25. Enfin on pourroit trouver les valeurs de pour = Np-H1, 
cest-ü-dire les racines primitives elles m&mes, par le m&me procdde, sa- 
voir, en cherchaut les valeurs de @ pour «@”’ = Np-Hi parmi celles des r 
dans @ = Np-+r ou les valeurs de « pour @ = Np-+1 parmi celles de 
r dans a@ =Np-+-r. Mais les racines primitives ayant et@ deja mises en 
evidence dans le tableau de calcul (IX.), comme il a dt& remarque (12.), 
iln’y a quü les copier. 

24. Voilä achevee la table pour le nombre premier donne 41. 
On proccdera de la möme maniere pour tout autre nombre premier. 


Nous dirons encore deux mots sur la certitude et la facilit@ du cal- 
cul employe. 

25. La certitude en est favorisde premierement par la simplicite 
extr&me des proc&des, qui pour la plupart se reduisent copier des nom- 
bres. Kt plus un caleul sexecute pour ainsi dire mmecaniguement, plus il 
est sur et a labri des erreurs. 


En second lieu les r&sultats du calcul sont garantis continuellement 
par des preuves nombreuses,. Par exemple: les sommes des nombres 
dont les 2"* les 5" puissances etc. divisees par p donnent le meme reste, 
sont toujours divisible par p. 


Les restes des puissances, multiplis par Tun queleonque d’entre eux, 
doivent toujours se reproduire eux m&mes. 
Les racines primitives et les racines secondaires, prises ensemble, doi- 


vent toujours pärcourir tous les nombres 1, 2, 3e.... a—1 sans toucher 
a aucun plus d’une fois. 
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Les racines primitives et les racines secondaires doivent tonjonrs 
sc presenter en nombre pair, et leur nombre doit @tre Ögal A celui des 
nombres qui n’ont pas de diviseur commun avec lexposant, et quwon 
trouve facilement par une formule connue. 

Les racines primitives sont toujours des nombres correspondants, 
c’est-a-dire, que leurs produits, pris par couples, doivent &tre = \p-H1; ete. 

Toutes ces conditions peuvent servir de preuves du caleul, et leur 
application s’offre comme d’elle m@me dans son cours. 

26. La facilite du caleul vient Egalement de sa simplieite. L’exemple 
que nous avons choisi pour servir d’Celaireissement, est plus embarras- 
sant que les autres, parceque deux essais, sans eflöt, etoient ndcessaires 
pour trouver une premiere racine primitive. Souvent ?, ou au moins 3, 
est une racine primitive, done alors le premier, ou au moins le second 
essal reussit deja, et l’operation se simplifie encore eonsiderablement. La 
facilit@ du caleul est telle, que pour faire la premiere partie du ealeul de- 
erit ci-dessus (1 jusque 12 inelusivement) pour les 25 nombres premiers 
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19%, 3, 9 u, 37, 5, 23, #7, 53, 59, 61, 67, 71, 
73, 79, 83, 89, 97 et 101, il n’a fallu que 8 heures de tems, et environ 
autant pour lextraction des resultats et pour larrangement de la table, 

il seroit peut &tre a desirer que quelqu’un qui aurait le loisir et 
l’envie de continuer encore plus loin cette table, le fit. C'est surtout par 
cette raison que jJeespere qu’on me pardonnera le detail minutieux dans 
lequel je me suis permis d’entrer, en faisant le rapport du calen! employ£. 


Addıiıtions, 


I. La table deerite ci-dessus, pour complete, devoit non seu- 
lement presenter les restes des puissances dont l’exposant est diviseur de 
p —1, mais encore les restes de Zoutes les autres puissances depuis la premiere 
jusqu’ä la p—1". Pour donner un exemple d’un telle table complete, 
jai calcul@ encore ces autres restes pour les nombres premiers depuis 3 
jusqu’ü 29, ou je me suis arröt@, pour ne pas trop grossir la table. Le 
reste de la table, pour les nombres premiers depuis 31 jusqu’äa 101, est 
reste tel qu'il etoit originairement. Je laisse a qui le voudra le soin de 
continuer le calcul suppl@mentaire, qui d’ailleurs n’a pas la moindre dif- 
fieult@, puisquil n’y a Ecrire les vestes des diverses puissances d’une 
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racine primitive quelconque au-dessous d’eux mämes, en laissant succes- 
sivement 1, 2, 3, 4.... colonnes alternativement vides. 

Il. Pour servir d’exemple au problöme: de trouver les divers nom- 
bres premiers dont un nombre donne est racine primitive, jıai extrait de 
la table ci-dessus un tableau des racines primitives des divers nombres 
premiers depuis 3 jusqu’ü 101, qu’on trouve ä la suite de la table ci-jointe. 
Ce tableau fait voir par ex.: 

que 2 est racine primitive de 3, 5, 11, 15, 19, 29, 37, 53, 59, 61, 67, 85, 101, 
que 3 est racine primitive de 5, 7, 17, 19,29, 31, 43, 53, 79, 89, 101, 
etc. 


Table 


des restes que laissent les puissances des nombres naturels, 

si on les divise par les nombres premiers depuis 3 jusquä 

101, et des racines primitives et secondaires pour les memes 
nombres premiers. 


Np-+r 
rm 1 
a 12 


=2, @a=2- (ra. pr.) 
z=1, 

Npy-+r 

1,2, 

0, = 24 

= 1, 4 


a° (min,) — Np +1 


x=4, a=2,3 (vac. pr.) 
2 
=1 


ax (min.) — Np-+1 
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p=1 
Np-+r 
— 2 / 
== 1, 2,3, 4-5, 6 
23% 
r =1, 2, 4 
= 16 34 35 
= 16 34 35 


356 


Gain.) — Np 1 


(6 — % 
3,9 (rac. pr.) 
=: — ) 
ao — 
xl, =1 
NpFtr 
N ) ( 
3,4. 368, 410 
0 =1 795386 2% 
0, = 1383591470263 
196 4 3928 
= 1,10 56 239 4,7 38 
= 1410 47 38 39 56 
383 47 56 39 
0 = 1,10 23,9 56 38 487 
r= 1 10 
Q; = 1,3,4,5,9 2, 6, 7,8, 10 


min.) — Np-+1 


z=10, e=2,6,7,9 (race. pr.) 

= 2 0 =10 

=1 


37 


r-= 1, 6 
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ip — 13 | 
= Np-tr 
6 2 a 3 4 7 
7 9 10 11 pi 5 3 6 
( 
rm 1, 3, 4, ), 10, 12, 
> 
=139 7,8514 356 41,12 
a, = 13; I 2,5, 6 7,8, 11 4, 10, 12 
C 
= 2, 3, 10, 31 
4349,00 
ax (min.) Np 1 
z=12, % 6, 7,11 pr.) 
== 6, a = 4, 10 
4, 8 
C 
3, 
1, =1 


38 
| 12 
12 
12 
12 
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p=17]| 
Np-tr 
= 1 8 ı 2 14 2 23 3 12 6 4 16 
2 30 6 9 8 11 7 14 13 2 
ı 30 2 38 2 5 3 7 6 r 16 
= 1 2 1 3 9 7 6 5 3 15 16 
3 6 2 14 5 11 7 16 
= 1 5 ı 1 9 8 6 10 3 13 12 2 16 
1 6 13 7 3 15 2 12 14 10 4 
= 1,16 6,141 2,15 5,12 3,14 89 
1,16 52 89 61 25 3,4 4,3 
Au 235 3,4 52 89 611 4, 13 


ra 1, 4, 13, 16 
67,0WU 35,3, 4 28,915 


3,16 6,01 38,91 


1, 16 


= 348,9, 13,15,16  3,56,7,10, 11,12, 14 


un.) — Np 1 


=16, e=5,5, 6, 7, 10 11, 12, 14 (rac. pr.) 
8,9%, 15 

x = 4, ae = 4, 15 

= 2; a = 1b 

= 1, 


314 89 52 4,8 


40 

Üü 15 10 16 
var 15 t7 
14 ? 6 
r=|1, 4,5 
1,8 2,17 9%, 
= 118 6383 16 
= 1,8 56,1 4,15 
1, 15 435 
13 3, 16 6, 13 
9,10 2,17 
r = 1, 
= 1,7,11 4,6, 9 
546,177 
p == 

„== 1, 7,8, 11,12, 18 

12 9,91, 2,28 

Qg == 2,3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18 


KR 


x 
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Ip=19| 
Np-+tr 
7, 1, 2, 2,4, 


ev 7 8 2.383 3 9 
95 2 3 7 es 14 
6 9783 5 u ı 98 
ı cu 2 7 3 u» 6 

36 45 63 

7,2 5 397 5,14 


63 0 35 
81 54 90 43% 
4, 15 7,22 6, 13 8, 1i 5, i3 3, i6 
Q 
2, 3,14 516,17 10,13,15 8,12, 38 
46,9 8,12%, 
7, 
,3,5,1,16,17 46,9, 10,23, 35 


1,4, 5,6, 7,9, 11, 16, 37 


a= 2,3, 10, 13, 14, 15 (rac. pr.) 
ae=45, 6, 9 16, 17 

== 8, 12 

== 11 

18 

1 


15, 16, 17, 18 


13 


+3 


13 


m 
2307 2 63 9,10 
13 
18, 
6, 
‘) 
1, 
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Np-+r 


r = 1,2, 3,4, 5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 
1 16 2 319814 26 2 2 9 9 1 
9 2 2716 8 5 8 4 15 7 3 1 
7, = 1981625292: 44 6 W s 5 2? 
1 91 sn s ı 5 3 mw 2 2 
== ı 4 8 i4 7 16 1) 13 6 22 
ı 12 3 7 2ı 2 10 5 ( 13 14 17 2 
= 1,2 5, 18 7,16 3, 20 9, 14 6, 17 4, 19 8, 15 
a, = 1% 8. 15 4, i9 5,18 9,14 6, 17 7, 16 3,20 11,12 2,22 10,1 
= 1,2 4,19 9,14 7,16 10, 13 5,18 11, 12 6, 17 15 3, 20 
Q; 1,2 8, 15 3,0 1,12 4, 19 7, 16 9,14 5, 18 6, 17 
8,15 6, 17 4, 19 3, 5,18 2, 21 10,9% 
2, 21 3, 4,19 6, 17 815 9,14 11,12 10,13 7, 16 
4,19 411.12 3, 20 8,15 6,17 10,33 4,14 4,1 
6,107 5,18 10, 13 16 0,14 4, 19 
1.22 3, 6, 17 9,14 5, is 4.19 10,15 s, 15 7, 16 
a, 2 9,14 1,13 1,12 2, 2ı 7, 16 8, 15 5, 18 4, 19 6, 17 
22; 
32, 13, 16, 18 6, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22 

= 3, 7,. 10, 11, 14, 15, 17, 39 21 (vac. pr.) 

z=ll, 4% 6 8 9 12, 13, 16, 18 

2, 

ze, 
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Np+r 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,2 
2 5 r 8 n 


I 


7 7 


A, == 1%18 92 416 3m 4 3 338 
A, = 1N26IBAW4S IR NS 77 SM SM 
Q,= 17%4567199165 79935 ww 3 3 2 28 
1 4 5), 6, 9,2323. 23 234,233 
397 1,8 812 63 3% 4,5 4,5 54 
— 1,8 3% 435 9,0 3,6 52 83 
3,3% 3,7 1,15 6,2 5% 7,2 9,20 1,1 
1,8 10,0 3,3% 52 63 84 23,16 13,17 
1,5 7,2 82 1,18 2,16 9,9% 3,3% 6,3 52% 1,1 
52 10,0 5,0 9,27 116 9,0 6,9 1,1 
r = 1, rf 16, 20, 23, 24 
0, 3,7,9,% 1,3168 25,2,9 
61,3 8, 41,13, 16, 18 
410,19, 89,921 1,1,1,18 2 5,2427 6,14,15,23 
1,1,16,18 6,1,1,23 5,10,10,25 3, 7,22, 26 
= 4516,20, 23 3,1,1,1,1,2  4,5,6,9,13,2%, 28 
1716,20, 2, 28 4,5,6,9, 19,22, 28 
a, 1, %5,6,7,9 15, 16, 20, 22, 23, 24, 25,28 2,3, 8,20, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 26, 27 


win.) Np 1 


x=2%S, a= 2, 3, 8, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27 (rac. pr.) 
45,6 9,13, 2 

4,  —=12, 17 

= 2, #28 

= = 1, a = 


| 
| 
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= Np-+r 
‚eh 3 u: 18, 19 25 28 


1,30 823 39 6,% 1,22 15,16 3,28 1,17 13,18 4,97 ,% 9,2 12,19 5,26 41, 


Np 
1, 2, 4, 15 16, 23, 27, 23, 30 


1,535 4,7,%0 10,18,23 2,1019 17,2,23 8,914 3,13,15 11,24,27 6,26, 


= 


1,248 16 7, 14, 19,25, 28 11,13, 21, 22, 26 5,9, 10, 18, 3,6, 12,17, 24 15, 23, 27, 20, 30 


min.) — Np 1 


x=30, a= 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 24 (rac. pr.) 
x =15, a= 7, 9 10, 14, 18, 19, 20, 38 

z =10, a= 15 23, 27, 29 

6, 6% 

3, 1 5,2 

= = 2, 3% 

1 


Ip=37| 


@ = Np+-r 
1, 3, 4, 7, 9, 10, 11, 12, 16, 21, 25, 26, 27, 28, 30, 33, 34, 36 


14 7 4 13 5, 10 S 18 17 12 16 
353 a % 23 30 33 24 32 27 29 19 25 31 


= Np-+r 


1,911 2,15,% 7,33,34 21,25,28 8,13,19 18,24,32 912,16 3,4,30 17,22,38 6,8,23 11,27, 36 
an) Np+1 
z<=3%, «= 2% 5 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 35 (rac. pr.) 
a= 4, 21,25, 28, 50 

am 814, 23, 29 

9, a=T, % 12,.160, 33, 34 
x == 6, 2; 

4, == b, 

3, «=10,% 

1, a=1 
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ND r 
7 2 7 3 16 4 10 15 8 5 14 6 18 4 
+ 39 23 3+ 33 25 37 3ı 26 29 33 36 21 27 22 35 23 au 32 
= 
3, 14, 77, % 
‚10, 16 11,12,2%8 - 5,89 15, 22, 24 6, 14, 17 2, 20, 32 2... 4,23, 25 
18, 37 34, 38 21, 39 27, 35 19, 26 33, 36 20, 30 31. 


min.) Np-+ 1 


a= 6, 7,11,12,13, 15, 17,19, 22, 24,26, 28,29, 30, 34,35 (rac, pr.) 
a= 2, 5, 8,%,21,33, 36,39 

a= 4,23, 25,31 

um 3, 14,27, 3 38 


a=10,16, 18,37 
9,32 
==40 
3 
p=43 


r = 1,4, 6, 9, 10, 11,13, 14, 15, 16,17, 21, 23, 24, 25, 31, 35, 36, 38, 40, 41 


33512 a 44 9 Ss 6692 


Np + pP 
, 4% 11, 16, 21, 22, 277, 32, 35%, 39, 41, 4), 
20,32 13,35 3,12 10,16 2,25 4,15 3,18 28,27 14,32 588 9,1 7,3 
34 33 29 17 4) 24 39 22 33 +1 30 23 2 
r 
6 7 36 47 
„11,16 6, 10, 23, 24 7, 18, 26, 283 9, 13, 14, 15 3, 5, 12 19 wu un 
31, 38, 40 29, 30, 34 i7, 25, 36 30, 33, 37 42, 39, 42 


min.) — Np 1 


a=3, 5, 12, 15, 19, 20, 26, 25, . 30, 33, 34 (rae. pr.) 
a—= 9,10, 13, 14, 15, 17, 23; 24,2 ; 31, 38, 40 

au 8, 2%, 27, 32, 39 

a— 411, 16, 21, 39, 4 

== 6,3% 

a =4?2 


| 44 
} 

vr 

a 

== 

x=—=40, 

20, 
=== 10, 

5, 
4, 
| sem 2, 

1, 
| ==42, 

21, 
—I4, 

— 7, 
= 


r— 1,2,3,4,6,7,8,9,12, 


2 


= 


— 1 2, 3 4, 6,7 9 
a= 21, 24, % 
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p=47| 


= Np+tr 
14, 16,17,18, 21,24, 2 25, 27, 28, 32,34, 36, 37,42 


11714 3 23 


22 4 8 21 16 0 5 11 a 2 3 6 415 18 
537 34 4 3 3 27 42 3% 4 2383 33 4 229 
= Np-+r 
1 46 


12, 14, 16, 17 


5, 10, 11, 13, 15, 19, 0, 22, 23, 26, 29, 30 
34, 36, 37, 42 


31, 33, 35, 33, 39, 40, 4, 43, 44, #5, 46 


ax min.) — Np + 1 


28, 32, 


46, am 3,10, 11,15, 15,19 20, 30,31, 33, 394.38, 39, 
40, 41,43, 44,45 (rac. pr.) 
3, 46,7, 8, 9,12, 14, 16,17, 18, 21, 24, 95,77, 28, 
32, 34, 36, 37, 4.) 
1, a=%6 
sl, a=1 
P=53 
0 — Np +r 
a = 
= 1, 23, 30, 32 
1, 10, 13, 15, 16, 24, 23 6, 8, 12, 14, 18, 21, 22 2,3, 19, %0, %, 30, 31 1,6,7,0, 11.17, 
ame"; 36, 42, 44, 46, 47 7, 49 23, 27, 33, 34, 50, 51 32, 35, 39, 41, 45 48 2), 37, 38, a0, 43, 
(min.) Np 4 
39, 41, 45, #5, «(rac. pr.) 
s=%, a= 4 6, 7, 9,11,17,25,29, 37, 38, 40, 43 
e@=10,13,15, 16,24,28, 36,42, 44, 46, 47, 49 
=) 
1, 


| | 
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IP=59| 
Np+r 


1, 3, 4, 9, 12, 15, 16, 19, 20, 21, 23, 
ee 11 2 8 19 3 22 29 4 28 14 16 77 a 

= er 8 57 581 u 56 37 30 55 31 45 43 32 50 54 
27,28, 29, 35, 36, 4, 45, 46, 48, 49, 51, 53, 57 
u In 25 6 m 24 20 15 7 13 17 23 
G— X 33 38 4 34 53 49 35 39 44 52 46 42 36 


a” Np-+r 


r—= 98 
_——_ ft. 3,4. 5,7,9%, 12, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 22, 25, 26 2,6, 8, 10, 11, 13, 14, 18, 23, 24, 30, 31, 32, 33, 34, 37 
en a — x 27, °S, 29, 35, 36, #1, 45, 46, 48, 49, 51, 53, 57 38, 39, 40, 42, 43, 44, 47, 50, 52, 54, 55, 56, 58" 
ax min.) — Np 1 
2,6,8,10,11,13,14,18, 23, 24, 30, 31,323: 
43,44,47,50, 52,54,55,56 
+1 5175357 
ze 
1, 1 
Np-+r 
‚= 1, 3, 4,5, , 2,3238 6, 93 292. 23232 
2 3 16 14 21 25 4 18 12 5 24 
u — 1 63 54 35 5: 45 47 4U 36 57 43 52 49 56 37 
34,50, 39, 41, 4%, 45, 40, 47, 48, 49, 52, 56, 57, 58, 60 
6 10 15 30 13 29 28 19 22 27 
51 38 46 31 48 32 33 42 34 Su 
«= Np-+tr 
3552 32,40,50 19,15,3% 31,37,5% 8,1043, 3,19,39  23,44,55 
r= 3) 34, IN, +1, 20, 60, 
17,8 2.42, 58 52,563 7, 24,30 27,46. 49 11.21. 36, 41, 45 28, 35, 0,56,57 4.48.60 


Np+tr 


— 29, 323, 40 47 48, 50 60 
8,1108 5.3045 10,17.29 621,43 57.18 2,2630 13,15,16 414,19 23,24,33  3,97,41 
— 734. 58 17.38 41.57 40, 48 39 54, 59 40,065 32,51 22,96 36,44 1,53 52,60 
ax mn.) — Np 
2, 6, 7,10,17,18,26,.  (rac. pr.) 


am 4 510,36,3945,46,4 


- 


7 Io, d 
x 4, 1.0 

> 
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p=67| 


Np r 
= 1, 46 9 10, 14, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 3, 23 25, % 
2 26 9 32 17 25 31 15 5 
= 6 4 55 2 2 0 
ra 29, 33, 3, 56, 37, 39, 30, 47, 4), 54, ), 96, 59, 60, 62, 64, 65 
e—=Np-+r 
as 37 63 57 58 6? 55 4) 50 3J +4 
r= 22, 4, 4, 5% 55, 59% 59, 62, 64,66 
32 30 öl 31 65 35 ja 
Np-+r 


pP 
fi 9,14,15,22,2% 6,10, 16,17,10,23  7,11,12,2%0, 31,32 4, 21,26, 20, 33,35 2,13, 18, 30,44  3,5,8,27,42, 43 
125,4,59,0%64,  37,30,49,54,65. 34,38, 41,46,63 36,47, 55, 50, 48,50, 51,57,01 45, 52,53, 58,60 


a) 
—66, 7,11,12,13,18,%0 (rac. pr.) 
4, 6,10 ‚16,17, 19,21,2 ,26,33,35 ),36, 47 „49 ‚54,55,56,60, 65 
a== 3, 5, 8 2,43, 15,59 ‚53,58 
z=11, 
6, 
3, a=2),37 


Np-+r 


32 er 6 26 31 18 16 30 7 11 14 25 
Np+r 
r= 1, 20, 23, 2%, 30, 33, 34 37, 39, 4, 45, 48, 51, 70 
$1,5.25 27.536,38 11,26, 22,39,47 3,4. 2, 10, 37 13,31. 6,8 3) 21,28,34 42,41,56 18,109,24 9,12,16 7,23,33 13.17.46 
54, 57 1 + 509,02 32, 53 20, 29 43, 50 63,65 53 61,69 67,08 44 45.0035.44 7u 
r— 1, B. 14, 17, 25, 46, 54, 57, 66, ’0 
f1,20,30,32  10,15,16,2% 7,11,31,36  14,21,22,33  5,8,12,13  28,42,44,53 4, 6,0,38 2,3,19,25 13,17,35,429 23.26,34,39 
u = 37,45,48 62,05,67 7, 20, 43 59,63,06 49,50,57 4),00,04 Al ,53,70 
a*X (inin.) Np 1 
a= 


x—=35, a= 2, 3, 4, 6, 8, 9,10,12,15,16,18,19,24,27,29,36,38, 
23.206,34, 3941,51 
a=14,17,40,06 
7, == 2, 
5, a= 5,29,94,97 zu |, 


h 


2, a=bb 
1, a=1 
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IP =73| 
—= Npy-+r 


a= 1,2.3,4,6,8,9, 12, 16, 18, 19,23, 24, 25, 27, 32, 35, 30, 37,38, 41,46, 48,49 
41 52 11 86 42 60 47 43 63 55 53 67 57 24 51 02 66 
r= 50,54% 25, 97, 64, 65, 67, 69, 70, 
28 35 34 24 33 9% 12 27 
u 54 45 7 30 44 40 54 506 Hi 
== Np r 
54 3. 9 2,3 36. 43. 51 11,15 33,45 17,63 35,50 3, 24 34, 53 
55 64 52 47 68 ul 46 59 
7. 40 2. 5, 28 26, 58 21, 22 4, 32 18,57 2,44 32 0,65 
ar (min) — Np + 
am 1, 30.43, 56,66 
218, 36,41, 57,69, 71 
ae: 3,24 ‚49, 
2, 4, 16, 52.337,90 
‘ 
10,251, 63 @a==8,64 
4, — 277,46 
r= 1,2,4,5, 8, 9, 10, 11, 13, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 25, 25, 20, 31, 32, 3% 
2 3 22 15 31 4 27 16 39 10 38 2+ 37 30 36 Ö 
w 7 7 5 48 75 52 60 41 55 74 42 43 73 
r— 38, 40, 42, 44, 45, 46, 49, 50, 51, 52, 35, 62, 64, 65, 67, 72, 6 
35 a 21 7 34 29 47 23 33 8 12 15 25 32 
2% 6 44 18 5 72 45 62 7ı 07 v4 54 47 
Npy-+r 
(1,23 2. 31 | 27, 63 37. 17, 66 47, 54 9, 21 20, 65 44, SU 3, al, 43 8. 26 
58 4 67 bo 78 57 +4 33 +5 
4, 4, 54, 57, 5%, 61, 6%, 64, 65, 67, 
535 1,7 1,9 1,1 12,23 33,48 24, 
35 35 70 32 62 42 s2 ” 
= Np-+tr 
(1,3.10,18,21,22,38 4,5,9,11,19,23,26  3,24,28,30, 24, 35, 2,13.16.20,25.30,42 6,7,20,39,47,48,53 
== 146,52,62,64.05,67 31,32,40,50,72,73 43, 54, "50, 63,06, 7 44,45, 40, 51,55,76 56, 00,08,70,74,75 57,58, 01,00, 71, 78 
(min) — Np 1 
3, 6b, 7,28,29,30,34;: 15.37.39, 
(raec. pr.) 
30, 4, > 0,11,15, 16, 19,20, =: ‚32,36,40,42,44,45,49,50, 31,7 2,13,10 
‚14,15,17,27,33,41,57,58,61, 
c=13, 0 = S, 10,18,21,22,38,46,5 52.62.64,65,67 


a =724,56 
==23,95 


z:=2, a=78 


2. 
I, 
| 
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v=83| 
®—=Np+r 
"= 1,3,4 7,9, 10, 11, 12, 16, 17, 21, 23, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 36 
r= 38, 40, 41, 44, 48, 49, 51, 59, 61, 63, 64, 65, 68, 69, 7. 7 77, 78, 81 
07 7295 3 ss 0018 9 
\=Np-+tr 
82 
— [1,334 7,9, 2, 5,6, 8, 13,14, 15,18, 19,20,22, 24,32,34,35,30,42,43,45,40,4 
40, 41, 44, 48, 49, 51, 50, 61, 63, 64, 65,68,69, 70, 75,77, 78,81 52, 53, 54, 55, 96, 57, 58, 60, 62, 66, 80.87 
. — Np + 1 
a=2,5,6,8, 47, 452,53, 
54,55,56,57, 0% 66,67,71,72,73,74,76,79,80 (rac. pr.) 
4, 7,9,10,11, 12, 16, 17,2 1,25, ‚26, 21, 38,40, 41, 
2, 
s— 1,0 =1 
p 89| 
Np-+r 
1,2345, 8 9, 10,11,16, 17,18, 20,21, 22, 25,32, 34, 36, 39,40, 42, 44 
= 45,47,49, 50, 53, 55, 57, 64, 67, 68, 69, 71,72, 73, 78, 79, 80, 81, 84, 85, 87, 88 
1, 12, 34, 95, 12, 
1, 2,4, 8 19,27,2037 9,18, 21,36 3,6, 7,12 33,41,43,61 #,10, 17, 20 13,15,26,30 20.4 
ax tmın.) 
@=3,6,7,13,14,15,19,23,24,20,27, 1,54, 
75,76,82, 82,86 pr.) 
0=5,9,10,17,18,20, 21, 35, 
vom 72, 25,44, 0, 57,73, S1, ‚85, 
==11, —N2,4,8,16,3 2,39,45,64,67,78 
‚= 8, a=12,37,52,77 
= 4, a= 34,55 
a—=88 
1, 0 =1 
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Np-+tr 
ft 4 OO AR BUS HH 6 SS 5 
86,88, 89,91,93, 94,95, % 
—= Ny-+r 
—= 1, 8 1%, 18, 19, %, %, 27, %, 30, 33, 34, 42, 45, 46, #7 
FREE 1,35 2,25 18,51 44,65 26, 34 55,57 6,16 3,8 5, 14 10, 28 47, 54 30, 80 23, 29 46, 58 20, 21 33, 73 
= 50, 51, 52, 55, 63, 64, 67, 69, 70, 75, 77, 78, 79, 85, 89, % 
4,76 7,39 5%, 68 13,17 4,43 38,69 19, 83 11, 89 22, 81 15, 40 60, 63 12, 32 49, 66 27, 72 36, 
a* (inin.) Np + 1 

c=96, a= 5, 71 

74,76,80,82,53,5487,90,92 (rac. pr.) 
a 2, 3,11,25,31,32,44,48,49,53,65,66,72,86,94,95 
—1?, 6,16,81,91 
0=33,47,50,6# 
6, 0:36,62 
a=22,79 
3, 2235,61 
1 
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= 
5 39 35 32 3 44 25 38 77 15 23 5 38 
31, 33, 36, 37, 43, 45, 47, 49, 52, 54, 56, 58, 64, 65, 68, 70, 7 
6 1? 34 42 7 16 37 19 13 
58 y5 8 67 59 94 zu 25 64 93 60 83 75 77 
‚6, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 854, 855, 87, 85, 92, 9%, 3%, 97, 100 
32 us 12 05 87 55 si 
—= Npy-+tr 
1, 6, 10, 14, 17, 32, 36, 39, 4, 4 
1, 36, 54 2, 30, 70 30, 32, 48 4, 33, 43 >». 23 2: 67, 72 25, 25, 54 26, 27, 30 3, 7, SU 8,55. 60 
35 85, % 57, 62 ‘45 77 s2 ’3, gu so, 02 4b, 53 
60, 32, 65, 69, 4, 91, 95,100 
15,3% 18, 42,58 38, 55,68 9,21, 4 12, 28, 29 10, 37,78 24, 56 39, 44, 60 16,31 6.131 
4,8 75 #9, 34, 99 sl, 88 
100, a= ?, 3, 7, 
55, 59, .66, 67 (vac. pr.) 
‘ 
20, a=32,39,41,44,57,60,62,69 
> —36,84,87,95 
4, a=10,01 


ER 


32 2. Crelle, table des racines primitives ete. 
Tableau des racines primitives 
ep. 2 3455985 78 91011 12153 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
> 58 Nombres premiers auxquels appartiennent 
. 11 11 ı1 
17 .17 17 17 
.4 44.4.4 .40%. 0.4.4 
83 ...838 .83 83833 
101101 . . . 101 101 . 101 
pr 


51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 


93 


. «+ 


79 
. 89 


01 „101 


. 59 59 59 
61. . 616 


Nombres premiers auxquels appartiennent 
67.67 
. 73 = 


"83 83 83 83 83 83 83 


3838 8 


89 898989898989 . . 
‚101 .101 .101 . 101 101 101 101 101 


101 


N 


| 
| 
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des nombres premiers depuis 3 jusqu'ä 101. 
36 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 '48 49 50 U 


+ 


les racines primitives ci- dessus. 


29 29 
1 4141... 
5959 59 . .59 5959 59.595959 5. .59 0.359 
22372... 132 12.22 3 
sI 89 89 ..89 . 839. 
11101101101 . . . ..101101 . 101 .101 .101 . . .101 .101 .101 


16 77 78 79 80 81 82 83 84 S5 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 


les racines primitives ci-dessus. 
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Memoire sur la theorie des nombres. 
(Par Mr. G. Libri de Florence. ) 


Introduction. 


L» geometres qui se sont oceupes de l’analyse indeterminee, sont par- 
venus par leurs recherches plutöt resoudre des questions spe£ciales, qua 
faire avancer l’ensemble de la science. Leur methodes, toujours bornees 
au probleme qu’ils voulaient traiter, cessaient d’ötre utiles quand on tüchait 
de les appliquer ü des questions plus @tendues: bien plus, pour traiter un 
probleme quelconque il fallait que les quantitös connues fussent donnees 
en nombres; car sans cela, le manque absolu de formules g@nerales em- 
pechait de resoudre une dquation indeterminde a coefficiens algebriques, 
möme lorsqu'elle etait du premier degre. De sorte que la tlıeorie des 
nombres presquiimmobile au milieu des progres des autres parties de l’ana- 
Iyse, quelle avait vu naitre et s’Ölever successivement, s’en trouvait separde 
et ne partageait pas leur perfectionnement commun. Cet isolement, qui 
forme la diffieult© prineipales de la thcorie des nombres, depend de la 
nı“thode que Von a suivie jusqu’ici pour mettre en @quation les problemes 
danalyse ind@terminee; car en exprimant seulement les relations qui doi- 
vent exister entre les valeurs des inconnues, on a toujours neglige de re- 
presenter par des signes algcbriques les conditions auxquelles ces incopnues 
doivent satisfaire, afın qu’elles soient des nombres entiers ou rationnels. 
De sorte que ces conditions Ctant seulement sous-entendues, on ne peut pas 
les soumettre aux regles ordinaires de lalgcbre, et il en resulte un nou- 
veau genre d’analyse, dont tout le sücces depend de la sagacitE particu- 
liere de chacun des geometres qui le cultivent, sans que les travaux des 
uns soient prolitables aux recherches des autres. Il y a «melque tems 
que nous avons täch® de faire disparaitre cette imperfection, et deja nous 
avons montre ailleurs qu'en eerivant en analyse toutes les conditions du 
probleme, les questions que Ton appelle indetermindes, deviennent toutes 
plus que determinees, puisque obtient toujours un nombre d’Equations 
surpasse de Vunit& celui des inconnues. Nous reproduisons d’abord iei 
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les formules que nous avons donndes dans cette occasion, pour exprimer 
par des series convergentes le nombre ou la somme des racines d’unc 
©quation indeterminde, et nous y ajoutons de nouvelles expressions. 
nous reprenons ce probl&me @ priori dans toute sa g@ndralit@, et nous 
montrons comment, en partant des principes les plus dl@mentaires de Va- 
nalyse, on trouve pour chaque inconnue une dquation algebrique dont le 
degr& est Egal ü la limite que l’on attribue Finconnue, et qui exprime 
la condition que celle-ci doit etre un nombre entier: de sorte qu'ayant 
de cette maniere un nombre d’&quations egal ü celui des inconnues, en les 
combinant avec l’@quation qui exprime les relations qui doivent exister entre 
les valeurs des variables, on aura apres l’@limination une @quation de con- 
dition qui ne contiendra que les coeflieiens de l’&quation proposde, et les 
limites qu’on aura attribudes aux inconnues, D’ou il rdsulte que toute 
quation indeterminde, est reellement plus que determince. Ce resultat 
remarquable avait @chappe ü Euler qui eroyait que les dquations ind6- 
termindes, devenaient plus que determindes, seulement lorsque le nombre 
des formes que devaient prendre des fonetions donndes des variables, sur- 
passait celui des inconnues. On explique par lä, Ja contradietion qui se 
manifestait entre le nom d’equations inddterminces, et le fait qui mon- 
trait que souvent elles n’admettaient pas de solutions: ce qui aurait dü 
faire soupconner qu'il existait une quation de condition Taquelle n’“tant 
pas satisfaite, le probleme ne pouyait pas ötre resolu. Et dailleurs en 
partant de la forme des racines des @quations d&termindes, et en observant 
que le nombre des solutions dans une quation inddterminde n’etait pas 
donne par le degr@ de l’@quation, on aurait pu prevoir que cette dquation 
de condition €tait une fonction des coefficiens de l’&quation proposce, et 
de la limite que l’on attribuait aux variables. 

Les principes que nous exposons dans ce medmoire sont suffisans 
pour trouver, directement et sans fütonnement, toutes les solutions d’une 
@quation indeterminde, lorsque la limite que l’on attribue aux variables 
n’est pas l’infini: mais comme le degre de l’@quation de condition aug- 
mente avec les liinites des inconnues; si Von cherche toutes les solutions 
possibles d'une &quation ind&terminde, on trouvera une serie infinie dont il 
s’agira d’avoir la somme pour resoudre la question proposee. Cette somme 
pourra s’exprimer par des int@grales definies, mais leur valeur numerique 
sera en general fort diffieile A caleuler; pour en faciliter la recherche il 
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"audrait recourir ü des prineipes que nous n’avons pas cru devoir exposer 
lans ce memoire, qui a pour but seulement de montrer en general Pesprit 
de notre methode. Cependant pour qu’on ne puisse pas croire que notre 
theorie n’est pas susceptible d’etre appliqude aux problämes particuliers, 
et pour montrer de quelle maniere nos formules peuvent se simplifier dans 
le plus grand nombre des cas, nous considerons specialement dans ce m£- 
moire les €quations qui sont du premier degr@ par rapport & Pune des 
inconnues, et que M. Gau/s a appelldes congruences, 

En donnant d’abord la theorie generale des congruences nous trou=- 
vons, que les relations existantes entre les coefficiens des equations alge- 
briques et leurs racines, s’Ctendent aux congruences dont toutes les racines 
sont entieres: nous d@montrons de cette manicre les theor&mes de Fer- 
mat et de Wilson, et beaucoup d’autres propositions nouvelles. Puis en 
appliquant aux congruences les principes qui renferment la theorie gene- 
rale des “quations ind@termindes, on trouve les congruences de condition 
qui doivent Ötre satisfaites afn que le probleme soit resoluble: et ces 
conditions se simplifient beaucoup, ä Vaide du theor&me de Fermat lors- 
que le module est un nombre premier. 

En eflectuant l’@limination entre les congruences, de la möme ma- 
niere que pour les @quations, il devient facile d’obtenir le r&sultat final; et 
on trouve ainsi les relations qui doivent exister entre les coefhiciens d’une 
congruence et le module, afın quelle soit resoluble. Ces relations, qui 
sont des congruences de condition, renferment toutes les conditions con- 
nues jusqwä present. Nous plagons ici une courte digression sur les con- 
gruences a module variable, dans laquelle nous faisons voir qu'ü laide de ces 
congruences on peut resoudre une classe assez &tendue d’equations indc- 
termindes, dont les plus simples avaient &t@ traites par Lagrange. 

Pour chercher les conditions qui doivent £tre satisfaites afın qu’une 
congruence soit resoluble, au lieu de faire l’Climination ü Taide des coel- 
fieiens, on peut substituer les racines des congruences reduites ä la forme 
d’equations determindes: de cette maniere on introduit les fonctions cir- 
culaires dans la theorie des congruences, et on trouve des formules qui 
la comprennent toute entiere., Mais ces expressions ne sont pas assez 
simples pour qu'on puisse les appliquer avec facilit@ aux cas particuliers: 
par consequent nous avons dü reprendre ce sujet d'une autre maniere; 
et en partant d’une proprictc tres=simple de l’@quation binome, nous avons 
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trouv@ des formules qui expriment le nombre et la somme des diviseurs 
d’un nombre queleonque, et nous avons form& deux integrales aux diffe- 
rences finies qui donnent le nombre et la somme des racines d’une con- 
gruence quelconque. Ces formules &tant appliqudes & la congruence du 
premier degre, fournissent l’expression generale de ses racines, qui sont 
une fonction trigonom£trique des coefficiens et du module: et comme cette 
congruence &quivaut A l’equation indeterminde du premier degre, on trouve 
ainsi les racines de cette @quation en fonction de ses coefficiens, ce qui 
n'avait jamais fait. 

Nos formules gencrales etant appliqudes au congruences du second 
degre, donnent tous les theoremes connus sur les residus quadratiques: 
on en deduit aussi la manicre de reconnaitre « priori si un nombre quel- 
conque est ou n'est pas r£sidu quadratique d’un nombre premier donnd; 
et il en resulte une proposition generale qui renferme la th@oreme fon- 
damental de M. Gauss, 

La formule qui sert de base a notre theorie, et qui Etablit un rap- 
port si singulier entre les solutions des congruences et les fonctions eircu- 
laires, fournit le moyen de resoudre directement les equations ü deux ter- 
mes. M. Gauss qui a decouvert le premier cette resolution par une m(- 
thode particuliere, et Lagrange qui la ramence ensuite ü sa theorie ge- 
nerale des @quations, ont suppose la connaissance des racines primitives. 
La theorie que nous exposons dans ce me@moire est independante de cette 
recherche, et d’ailleurs elle est beaucoup plus simple que les methodes 
trouvdes par ces deux grands geometres, qui exigent de tres-longs cal- 
culs pour &tre appliquees. On trouvera dans la suite de ces memoires 
une methode generale et tr&s-simple pour traiter les &quations de cette 
classe, de m&@mes que celies d’oü depend la division en parties @gales de 
Varc de la Lemmniscate, et beaucoup d’autres; et Yon verra alors pourquoi 
la r&solution de ces &quations determmedes se r&duit toujours A un pro- 
blöme d’analyse indeterminee, 

En appliquant notre prineipe general aux congruence du troisicme 
et du quatrieme degre, nous avons trouv& des relations fort remarquables 
entre le nombre des solutions de certaines congruences, et les racines de 
quelques &quations indetermindes du second degre. Nous avons tire de 
la des considerations generales sur les residus cubiques et biearres, sur 
lesquels on n’avait encore rien publie, en montrant comment l’on devait 
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modifhier les formes des nombres premiers qui servent de module, afın 
d’avoir des theorcmes generaux. On sait que pour avoir tous les theo- 
remes connus sur les r&sidus «uadratiques d’un nombre premier, il suffit 
que la forme lineaire de ce nombre soit donnde. Mais cela est insuffi- 
sant pour les r&sidus cubiques et bicarres, et il faut que le nombre qui 
sert de module soit alors d’une forme quadratique donnde. Nous parve- 
nons de cette manicre A trouver la forme cubique des nombres premiers 
qu’on n’avait jamais considerde jusqu’ü present. On pourrait pousser plus 
loin lexamen des formes des degres superieurs, en observant que pour 
chaque degr@ le nombre des inneonnues doit &egaler ou surpasser l’expo- 
sant. Le möme chose arrive pour les congruences, et il est digne de 
remarque que quand on a determine le nombre des solutions d'une con« 
gruence, laquelle a autant diinconnues quil y a d’unites dans lexposant 
qui marque son degre, on aura tout de suite le nombre des solutions d’une 
autre congruence du m&me degr& qui aurait le mäme module, mais qui 
contiendrait un plus grand nombre d’inconnues. C'est de cette considera- 
tion que nous deduisons un theoreme general sur les congruences de tous 
les degres, qui renferme comme cas particulier un theoreme de Lagrange 
sur les congruences du second degr@ a deux inconnues. 

L’analyse suceinte que nous venons de donner de notre memoire 
suffit pour montrer la possibilit@ de deduire d’un seul prineipe general 
toute la theorie des nombres. Nous n’avons ici qu'une classe d’e- 
quations ind@termindes: mais nous montrerons dans la suite comment on 
en peut rösoudre un grand nombre d’autres, en appliquant le calcul d’ap- 
proximation aux equations indetermindes, auxquelles il paraissait absolu- 
ment inappliquable, mais qui cependant dans ce seul cas fournit des solu- 
tions exactes. Et nous fairons voir dans un memoire particulier, com- 
ment l’on peut classer et discuter les trancendantes numedriques, telles que 
les nombres premiers, les diviseurs des nombres, etc. En liant la th@orie des 
nombres aux autres parties de l’analyse, il etait certain que comme celles-ci 
contribueraient a son perfectionnement, elies en recevraient des secours; 
et c'est ce que nous montrerons dans la suite de ces recherches ü legard 
des intÖgrales definies et fonctions circulaires, dont plusieurs proprietes re- 
marquables et inconnues jusqu’ä pr&sent, decoulent de lanalyse indeterminde. 
Enfin nous fairons voir comment la consideration des differens ordres d’ir- 
rationalit& devient tres-utile dans la resolution des @quations numeriques, 
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Analyse. 


Nous avons montre pour la premiere fois, dans le 28° Volume des 
Memoires de !Academie Royale des Sciences de Turin, qu'etant pro- 
pose de r&esoudre en nombres entiers l’&quation 

etc.) = 0, 
(que nous indiquerons pour abreger par = 0) pour exprimer que x, y, 
0... etc., doivent Etre des nombres entiers, on a les @quations 
sin <7=0; snysr=0; snzr=0;.... 

dont le nombre est @gal ä celui des inconnues, et qui doivent exister en 
möme tems que l’@quation proposee. Nous avons trouvd encore que le 
nombre des solutions entieres et positives, plus grandes que zero, de leC- 
quation 0, est exprime, tres-peu pres par la formule 


x—=n 


x=ı 
Sil s’agissait d’exprimer le nombre des solutions entieres de l’&quation 
?=0, en donnant üx,y,2y.... etc., toutes les valeurs 1,2, 3,....2—1, 
on aurait Ja formule 


x=n 
13. >> >> >> 8. e 1 = 


GE etc.) P+ 15 (e+y+2.. tete)’ 


yzı 


On pourrait encore Gire usage de la formule 
1 


et il serait facile de trouver piusieurs autres expressions semblables, pro- 
pres a representer le nombre ou la somme des solutions de l’&quation 
proposee, 


Le second membre de l’&quation (13.) est une serie qui finira tou- 
jours par devenir convergente, et dont chaque terme pourra Ötre calcule 
ä Yaide des formules de la page 9. Mais pour avoir une valeur appro- 
chee du premier membre de Il’@quation (13.) il faut calculer, dans le se- 
cond membre, un nombre de termes qui augmente avec la limite 2 de 
integration; de maniere que Von obtient toujours une expression de de- 
gre indefini, qui est fonction des coefliciens de l’&quation P=0, et de la 
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limite ». Il faut remarquer surtout que les coefficiens des variables x, y, 
3, 2... etC., dans le developpement en serie de lintdgrale qui forme le 
premier membre de l’@quation (13.), sont tels qu’en calculant un certain 
nombre de termes, il ne reste a peu pres que ce quil faut pour donner 
le nombre des solutions de l’@quation proposce. C'est de cette conside- 
ration, et de l’examen attentif de la nature de ces coefliciens (qui s’ex- 
priment aussi par des integrales definies) que on pourrait deduire des con- 
siderations qui jetteraient beaucoup de lumiere sur la marche de la fonc- 
tion representce par la formule (13.): mais ces recherches ne sauraient 
trouver place ici, et nous les exposerons dans un travail particulier. 

Cet apercu suffirait d&ja pour montrer de quelle manicre on pour=- 
rait reduire la theorie des nombres ü lanalyse ordinaire: mais nous allons 
reprendre maintenant cette question dans toute sa generalit£. 

Ktant proposce une @quation plusieurs inconnues a resoudres en 
nombres rationnels, fractionnaires ou entiers, on pourra toujours la pre- 
parer de maniere que tous les nombres cherches doivent &tre entiers et 
positifs: puisqu’en general, si l’&quation proposce est de la forme 

etc.) = 0, 
et que Von cherche pour &, y, 2, .... etc., des valeurs fractionnaires, 
en faisant 


=, y==5, 


on aura l’equation 


dans laquelle il ne faudra chercher pour 

que des valeurs entieres: et d’ailleurs sl y avait des solutions negatives 
on les obtiendrait en changeant les signes des variables. Nous suppose- 
rons par consÖöquent que ces r&ductions soient toujours effeetuces dans les 
Equations dont nous chercherons la resolution. 

Soit propose de r&soudre en nombres entiers et positifs T’@quation 

(x, etc.) = 

que nous representerons comme auparavant par 9=0. Avec les metho- 
des connues on s’arröte lä, et on täche de rdsoudre cette @quation en 
s’aidant de la forme particuliere de ses coefficiens. Mais l’equatiou 
exprime seulement les relations qui doivent exister entre les inco nnues, 


| 
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et n’indique pas que ces inconnues ne doivent recevoir que des valeurs 
enticres et positives: pour exprimer cette derniere condition l’on suppo- 
sera d’abord que Fon veuille trouver toutes les solutions qui s’obtienneut 
en donnant ü x des valeurs moindres quune limite donnde a; a y des 
valeurs plus petites que 5; a z des valeurs moindres que c; et ainsi de 
suite: b, C,.... etc., etant des nombres entiers et positils. Il est clair 
qu’a cet effet Von devra domner x, y, 2, .... etc., toutes les valeırs 


comprises dans les series 


x = 0, 1, 2, 3, 1 5 


et faire toutes les combinaisons possibles dans l’equation P=0. On ob- 
servera que toutes ces valeurs de x se trouveront parmi les racines de 
l’equation 

X= rl) —(a—1)) = 0; 
et que de memes les valeurs de y et de = seront comprises parmi les ra- 
cines des @quations 

—1)) 0; 

Z = z(s—1) 0; 


Les &quations pr@c&dentes expriment les conditions que x soit um 
nombre entier positif moindre que @; que y soit un nombre entier posi- 
tif moindre que 5; et ainsi de suite. Ces &quations dont le nombre est 
egal celui des inconnues, &etant combindes avec l’@quation —=0, four- 
nissent toutes les conditions du probleme; de maniere qu’ayant un nombre 
total d’@quations qui surpasse de Punit@ le nombre des inconnues, le pro- 
bleme sera plus que determine; en eliminant successivement toutes les 
inconnues entre ces quations, on aura une autre &quation de condition 
F=0, qui comprendra les limites a, 5, c,.... etc., assigndes aux varia- 
bles, et les coefficiens de l’&quation proposee; et qui exprimera la rela- 
tion qui doit exister entre ces quantitds afın que le probl&me soit r&so- 
luble. Lorsque l’&quation de condition sera satisfaite, et que l’on sera 
assurd que l’&quation propos@ peut r&solue, on reprendra des 
Equations a une seule inconnue que l’on a obtenues par l’Climination avant 
de parvenir a l’&quation F=0, Soit X,=0, cette @quation en seul; 
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en cherchant le plus grand diviseur commun entre X=0, e X,=0, on 
aura une Öquation de la forme X,=0, qui ne contiendra que linconnue 
r, et dont le degre& sera egal au nombre des valeurs de x qui satisfont ä 
Öquation proposce; et en resolvant l’equation X,= 0, on aura toutes les 
valeurs de x qui satisfont a lequation ?=0. On pourrait trouver de 
möme les valeurs des autres inconnues, qui r&solvent l’&quation proposce; 
et Von voit que ce principe s’applique encore ä la recherche directe des 
racines rationnelles d’une @quation ü une seule inconnue; car ce probl&äme 
aussi depend de la theorie des nombres. 


Avec la methode que nous venons d’indiquer, on a seulement les 
racines inegales; mais sil y a des racines @gales, elles peuvent se trouver 
avec facilit@ de la maniere suivante. Nous supposerons d’abord, pour sim- 
plifier la question, quil s’agisse d’une @quation a deux inconnues seule- 
ment; puisque la methode est absolument la m&@me lorsque le nombre des 
variables est plus grand. 


Maintenant soit propos€ de r&soudre en nombres rationnels l’equation 
Play) = 0; 
et supposons que 7 valeurs rationnelles de e=«, correspondent ü une 
seule valeur rationnelles de y=Db; (r &tant un nombre plus grand aue 
en difförentiant l’&quation proposce par rapport x, et cherchant 
le plus grand commun diviseur A, entre 


a day). 


dx 
on aua A=F(x,y), et il y aura un reste = f(y) qui ne contiendra 
plus x, et qui par supposition deyra se reduire ä zero. Si l’on fait par 
eons@quent /(y)=0, on cherchera !es racines rationnelles y=b, y=Öb,, 
y=b,, .... etc., de cette @quation, lorsquwil en existe, et en substituant 
successivement b, etc., pour y dans l’expression de A on 
aura les @quations 

F(x,b)=0; F(x,5,)=0; F(ia,5)=0;.... 
que Von tächera de reduire a la forme (r—«)""—=0; et on trouvera de 
cette maniere les valeurs multiples de x que l'on cherche. 
Si l’on avait identiquement R=0, on trouverait l’@quation 
a=Fa,y)= = 0, 
qui devrait exister en möme tems que l’equation P(x,y) =0, et qui en 
serait un factenr: Von ne pourrait done pas de@terminer de cette maniere 
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la valeur de y=b; mais en divisant le polynome @(z,y)=0 par 4, le 
quotient Q contiendrait un seule des 2 racines @gales; et en cherchant le 
plus grand commun diviseur entre A et Q, on aurait l’equation —Yy)=U. 
Nous avons suppose qu'il y avait seulement valeurs de corres- 
pondantes a une valeur de y=b: mais si outre celles-la il y avait 
valeurs de x egales a c, et r valeurs @gales ü e, ete., il serait facile d’ap- 
pliquer encore ü ce cas la methode que nous venons d’exposer. 

Soit proposce par exemple l’&quation 

0, 
dans laquelle on veuille savoir si parmi les valeurs rationnelles de y qui 
la resolvent il y en a une egale et telle qwil lui corresponde va- 
leurs de n etant un nombre plus grand «que Tunite. A -cet eflet 
on differentiera l’@quation proposce par rapport x, et lon aura —y=0; 
puis en cherchant le plus grand commun diviseur, entre ces deux dqua- 
tions, lon trouvera 2—y pour ce diviseur et —y’—1=0 pour 
reste, et comme cette derniere &quation est satislaite en faisant y= 1, si 
l’on substitue cette valeur dans l’Equation proposce, on aura 

et par consdquent V’&quation 

—1=0, 

est telle que deux valeurs de = 1, correspondent A Ja racine y=1. 

On voit, par ce qui precede, quelles op£rations il faudrait faire 
dans tous les cas; car si V’@quation proposde contenait 2 inconnues, on la 
reduirait toujours a une autre qui en aurait n—1 seulement. 

Maintenant il et clair que toute la th@orie des nombres se ramene 
au problöme de l’elimination; puisquil suffirait d’Climiner toutes les incon- 
nues entre les @quations 

que nous avons @tablies pr&c@demment, pour trouver l’“quation de condi- 
tion F=0, qui renferme la resolution de l’equation proposee. L’climi- 
nation generale entre ces dquations ne saurait s’elfectuer avec les methodes 
connues; il est vrai que l’on pourrait substituer directement les valeurs 
des inconnues, mais il serait tres-diffieile de resoudre la question par 
cette voie. Pour la traiter avec quelque succes il faut recourir aux inte- 
grales definies, et specialement aux integrales dont la valeur est ind&pen- 
dante des constantes qu’elles renferment. Mais nous nous reservons de 
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donner cette theorie generale dans une autre occasion, et nous nous !bor- 
uerons pour le moment “ü considerer les &quations dans lesquelles Tune 
des inconnues est elevce seulement aux premier degre, et que M. Gauss 
a nommees congruences; et nous deduirons d’une seule formule tout ce 
que Von savait sur ce genre d’Cquations, et beaucoup d’autres resultats 
nouveaux. Cela nous fournira l’occasion de montrer un exemple des sim- 
plilications remarquables dont notre methode est susceptible, lorsqu’on 
lapplique aux cas particuliers, et des artifices d’analyse dont il faut faire 
usage pour resoudre ce genre de questions. 


Soit propos® de resoudre I’@quation 


14. = 0; 

dans laquelle © exprime une fonction rationnelle et entiere queleonque 
des nombres entiers x, y, .... etc., et doit Ötre un nombre 
entier. Il est clair que sil existe des valeurs de x, y, z,.... etc. plus 
grandes ?, qui resolvent l’Cquation proposce, il y en aura aussi d’au- 
tres qui seront comprises entre zero et p5; et ce seront ces dernicres que 
nous considererons toujours dans ce qui suit, ü moins que nous n’indiquions 
speeialement le contraire. A present sait que l’&quation (14.) dqui- 
vaut, d’apres la notation de M. Gauss, ä la congruence 


2,00... etc,) = 0 (mod. p). 


En supposant, pour simplifier le probleme, que cette congruence se re- 
duise a la forme 
X = 2" + + Am = 0 (mod. p), 
(les eoeffieiens A, A;, etant toujours des nombres entiers et 
p €tant un nombre entier) si elle a une racine entiere z=«,, on pourra 
toujours la mettre sous la forme («—«,) X,=0 (mod.p), X, etant un 
polynome entier en x du degre m —1; il resulte de la que la congruence 
X=0 (mod.p) ne peut avoir, tout au plus, qu’un nombre » de racines 
entieres meindres que p, 2 &tant le nombre qui exprime le degr& du po- 
Iynome X; et que si elle a les 2 racines enticres 
on pourra faire 
X = (r—a) 0.) =0 (mod, p), 


et on aura les congruences 
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0, = — 4, (mod.p), 
0,0, + 9,0, 
+ 0,0, +00 0,0, 
etc. 
15. 4 0,0,0 
+ 0,050, 4 0,050, 0220. 00; 0,, 
etc. 


+4. (mod. p), 


A; (mod, P) 


Dans cette derniere congruence il faudra prendra le signe + si 2 est um 
nombre pair, et le signe — si m est un nombre impair. 

Pour trouver la somme des puissances r"“ des racines de la con- 
gruencee X==0 (mod. p), on aura des formules semblables a celles que l’on 
obtient pour les dquations algebriques; car en appellant P,, P_, P_, 
etc., la somme des puissances (r—1)"“, (r—2)"“, etc., de ces ra- 
cines on aura | 

P,+ AP, +4: (mod.p). 
On peut de la m@me maniere transformer les congruences et obtenir leurs 
fonctions symetriques. En general etant propose de trouver une fonc- 
tion symetrique donnde , des racines de la congruence X==0 (mod. p), 
qui a toutes ses racines enticres, on cherchera la m@me fonction symd- 
trique dans l’@quation X =0, et en exprimant dans I’@quation la valeur 
de cette fonction par P@=S, on sera assurd que pour la congruence 


on aura (mod. pP). 
Soit maintenant propose de resoudre la congruence 
a —x=0 (mod. p), 
dans laquelle p est un nombre premier. Si lon cherche une transformde 
en y dont les racines surpassent de l’unit@ celles de la proposce, on aura 
et partant —=y—1; d’ou l’on deduira 
—y—1) = 0 (mod. p) 
et par suite, en negligeant les multiples de p, 
y'’—-yZz=0 (mod.p). 
Mais comme cette derniere congruence est identique avec la proposde, il 
en rdsulte que celle-ci ayant la racine x = aura de la racine 
= et par eonsequent Tautre a +2: et quien gencral elle 
Crelle's Journal d. M. Bd. IX. 1, 9 
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sera reösolue par toutes les valeurs de x de la forme @e +z; x dtant un 
nombre entier positil quelconque: et puisque en faisant x = 0, on satis- 
[4 . 
fait a la congruence proposce, elle aura pour racines tous les nombres 
naturels. Par conscquent la-congruence 
(mod. p), 

aura pour racines tous les nombres 1, 2, 3,2... p—1; ce qui forme Ile 
thcoreme de Fermat. 


La congruence 


(mod.p), 
dans laquelle p est un nombre premier, etant compare a Tautre 
que nous avons deja considerde, donne 
AU... 
et par conscquent, en substituant les valeurs des racines @,, 
dans les congruences (15.), on aura 
1+2+3......+ p—1 =0 (mod.p), 
1.2 
= 0 (mol. p), 


et enfin 
1.2.3... —-D+1=0 (mod.p) 


puisque p—1 est un nombre pair ”). Cette derniere congruence dquivaut 
au thecoreme de Wilson. 

Si l’on voulait trouver un nombre 3 tel qu’en faisant le produit de tous les 
nombres infÖrieurs ü p (> Etant un nombre premier) moins le facteur g, on eüt 

on devrait chercher ä re les coefhieiens de la congruence 
ar + Bart... (mod. Ph 
qui a pour racines tous les nombres entiers infCrieurs d p, except@ le 
nombre g: ü cet ellet on divisera la congruence 
z—1 == 0 (mod.p) 

par c—g, et le dernier terme du quotient sera le nombre z. 


*) Si le nombre premier p £tait &gal a 2, p—1 ne serait plus un nombre pair; 
ınais alors on aurait identiquement 


1+1=0 (mod. 2) 
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En effectuant la divison Ion trouvera 
1 


et puisque gP"—1==0 (mod. p), on obtiendra 

/ 

en partant 

1.2.3.2... +3” = 0 (mod. p). 
En faisant dans cette congruence g = 1, on retrouve le theor&me de Wil- 
son qui est un cas particulier de celui-ci. 

On pourrait deduire de lä tous les theorcmes que M. Gauss a in- 
seres dans la troisicme section de ses Recherches arithmetiques, et beau- 
coup d’autres propositions nouvelles. Si l’on prend, par exemple, la somme 
des puissances 2” des racines de la congruence 

—1 == 0 (mod. p), 

on trouve que, p @tant un nombre premier, on aura toujours 

= 0 (mod.p), 
lorsque 2 n’est pas divisible par py—1; tandis que si 2 est un multiple de 
p—1, on obtiendra 

3”... = —1 (mol. p). 

M. Poinsot a demontre que les racines de la congruence 
(mod.zp-+1), 

Jans laquelle zp-F1 est un nombre premier, se deduisent des racines de 
l’&quation 2 —1=0, en ajoutant des multiples de 2p-H1 sous les radi- 
caux compris dans l’expression de ces racines: mais cette proposition n'est 
qu’un cas particulier theor&me plus general que nous allons d&mon- 
trer, En ellet la congruence 

=" + A”. + =0 (mod.p), 
dans laquelle est un nombre queleonque, Equivaut A lequation deux 
inconnues 


"+ A —py) = 0, 
dont les racines sont exprimdes par une formule de la forme 
A—pY) 
qui se reduit lexpression des racines de l’&quation 
=" + A, = 
lorsqu'on y fait y=0. Si done vice-versä Von ajoute des multiples de 
p sous les radicaux compris dans l’expression des racines de cette dqua- 


9* 


08 3. Libri, mdmoire sur la thlorie des nombres. 


tion (en cerivaut partout f/,—py, au lieu d’4,), on aura les racines de 
la congruence proposce. 

En appliquaut aux congruences ce que nous avons dit en gendral 
des @quations A plusieurs inconnues en nombres entiers, on trouve que 
toutes les solutions indgales et moindres que p de la congruence 

Pla, P=O (mod. p), 
sont comprises parmi les racines des congruences 

—(p—1)) = 0 (mod. p), 

= 09 (mod. p), 

Z = z(z—1) (2 = 0 (mod. p), 

et qu’en @liminant toutes les variables entre les songruenees 
P==0 (mod.p), (mod.p), F==0 (mod.p), Z=0 (mod. p), etc, 
on obtiendra une congruence de condition qui devra &tre satisfaite alın 
que la congruence proposce soit r@soluble: de maniere qu'au lieu d’avoir 
l’equation de condition © —=0, comme pour les equations, on aura la con- 
sruence de condition © =0 (mod. p), et Pexpression qui aurait dü se re- 
duire ü zero dans le premier cas, devra &tre divisible par p dans le se- 
cond. Lorsque > est un nombre premier, la question se simplifie beau- 
coup, car par le theor&me de Fermat on aura 

— 1) — 2) (mod.p) 
(mod.p), 
et lon devra @liminer les inconnues entre les congruences 
0 (mod. p), (mod.p), (mod.p), 
pour avoir la congruenee de condition. 
Si dans la congruence 
®= 0 (mod. p) 
on cherchait seulement les racines difförentes de zero, on devrait elimi- 
ner les inconnues entre cette congruence et les suivantes 
—1=0 (mod.p), yP*—1==0 (mod.p.), (mod. p), etc., 
et comme les racines congrues a zero peuvent se trouver separement 
avec facilitC, nous supposerons, dans ce qui suit, que l’on cherche les ra- 
cines differentes de zero; ce qui simplifiera beaucoup nos recherches, 


— 
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Il est clair, d’apres ce que nous avons demontr& sur les fonctions 
symetriques des congruences, qu’etant propose d’@liminer les inconnues 
entre les congruences 

D= ..... etc) = 0 (mod. p), 
etc) = 0 (mod. p), 
= 0 (mod. p), 
on pourra eflectuer l’Elimination entre les &quations 
9, =0, 98, =0,..... etc, 
pourvu qu’au lieu de l’equation 0, qui r&sultera de cette @limination, 


on eEcrive F= 0 (mod. p). 
Pour faire quelques applications de ce principe, soit propos‘ de rd- 


soudre la congruence 
Ax+B=0 (mod.p); 


il est &vident que si A et p ont un facteur commun, qui ne divise point B, 
cette congruence ne pourra pas se resoudre; et comme lorsque ce facteur 
commun existe et divise BD, on peut toujours l’öter, on pourra supposer 
que A et p sont premiers entre eux; et en faisant = Bz, on aura 
bB(Az+1) = 0 (mod. p); 
et il faudra resoudre la congruence 
Az+1=0 (mod.p). 
Maintenant si Fon decompose p dans tous ses facteurs premiers, Cgaux 
ou inegaux, de maniere que l’on ait 
P= 
on devra resoudre la congruence 
Az+1t=0 (mol. 
qui se change dans la suivante 
Ay—1=0 (mod.e.b. 
en faisant s = —y. 
En considerant la congruence 
Ay—1=0 (mod. se), 
il faudra eliminer entre celle-ci et la suivante 0 (mod, «), qui 


&quivaut a lautre 
Amym—1=0 (mod. e); 


puisque par supposition a est un nombre premier qui ne divise point 4: 
alors en divisant 4°” y°?—1, par 4y—1, om obtiendra un quotient 
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exact; d’oü Ton deduira que la congruence 


Ay—1=0 (mod.p), 
est resolue en faisant 
A"? sem — 


en indiquant par s un nombre entier quelconque: on trouvera de mem» 
que toutes les congruences 
Ay—1=0 (mod.2), Jy—1=0 (mod.e), ..... 
seront resolues en faisant successivement 
ll resulie de la que la congruence 
(AY— 
et par suite l’autre 
(AY—D’....=0 (mel, p), 
seront toujours satisfaites: mais la valeur de Y &tant composce d’un nom- 
bre pair de facteurs, pourra se röduire ü la forme 
Az=+12=0 (mod.p); 
et puisque cette congruence est resoluble, Tarıtre 
Ax+-B==0 (mod.p), 
le sera de möme, et on aura 


pour une de ses racines; en observant que peut prendre pour 5, 
...d, des nombres entiers queleonques. En general toutes les solutions 
possibles de la congruence proposce seront donnces par la formule 


B 
x (A — (1 — 1) .... (A — 1))' A Us 
dans laquelle z est un nombre entier quelconque. 


Soit proposd maintenant de resoudre la congruence du second degr6 
a (mod.2p-+1), 
2» +1 etant un nombre premier; il est clair que si elle a une racine 
x—=4A,ily en aura une aufre e=B=—9—A, et partant si elle est 
resoluble il faudra qu’en divisant par -+yx-+r, le reste soit 
divisible par 2» +1. A present on doit remarquer que si et sont 
les deux racines de l’e&quation 


ou aura 
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et par conscquent 
ar —1 ar —1 | 
En eflectuant la division, on trouvera gencralement 


les coefheiens A,, Az, »... etc. Ctant toujours des nombres entiers. U 


faudra, par consequent, qu’en reduisant les deux derniers termes au 
denominateur, la quantitd 


1 
(ae) — (e—P)@?— 1)) 
qui sera le reste de la division, soit divisible par 2» —1, et partant 


d’ou l’on deduira les deux congruences de condition 


On voit ici qu’apres avoir elfectud la division par P—e, les pre- 
miers membres de ces deux congrucnces pourront toujours s’exprimer ä 
laide des quantitds g et r, puisquils ne renferment que des fonctions sy- 
metriques des racines & et 2: et d’ailleurs il est clair que l’on pourra 
toujours substituer au lieu de & et ß, les quantitds 
’ 


Si dans la congrucnce 
(mod.2>-F1), 
on fait 7=0, r=—s; ondevra dans les congruences (16.) faire 2--3=0, 
et partant —?; mais lon a aussi P = 
Ba =—s; par consequent les deux congruences (16.) se reduiront aux 
suivantcs 
SPY 


=0 (mod. +1); sys (TE )+1=9 (mod. 2p+1); 
dont la premiere est toujours satisfaite, et la seconde se r&duit ü lautre 


17. ?—1=0 (mod.?p +1); 
qui est la condition dejü connue pour !a resolution de la congruence 
=—s=0 (mod.2p-+1). 
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Soit propos@e, par exemple, de trouver la condition qui doit &tre 
satisfaite afın que la congruence -+1==0 (mod. -+1), dans laquelle 
2»-+ 1 est un nombre premier, soit resoluble; on devra faire s= —1, 
dans la congruence de condition (17.), et on aura 

(—1IP—1=0 (mod. 
ce qui montre que p doit @tre un nombre pair. 

En appliquant aux congruences du second degre les m&mes princi- 
pes dont nous avons fait usage pour resoudre celles du premier degrec, 
on pourrait trouver la resolution generale de la congruence 

x" (mol. p), 

dans laquelle est un nombre queleonque, pourvu que connut tous 
les factenrs premiers de p». 

En general @tant proposce une congruenoe degre quelconque 

dans laquelle p est un nombre premier, on diyisera «"—1 par X (em 
faisant usage de la möme methode dont nous nous sommes servis pour 
les congruences du second degr@) et on obtiendra un reste de la forme 

Maintenant si la congruence proposee a n racines enticres, on devra 

avoir les 2 congruence de condition 

(mod.p), (mod.p), (mod. p), 
et on sera assur& que si elles sont safisfaites, la congruencee Ä=0 (mod.p), 
aura toutes ses racines entieres; mais si cette congruence n’avait qu'un 
nombre 2— m de racines entieres, alors on deyrait chercher de nouveau 
le plus grand commun diviseur etreÄ et X,, et on trouverait enfin pour 
reste une congruence de la forme 

qui donnerait les congruences de condition 

(mod.p), (mod.p), (mod. p), 
dont le nombre sera toujours Egal au nombre des racines entieres de la 
congruence proposce. On voit par lü que la resolution d’une congruence 
du degr© 2, qui n’a que 2— m racines entieres, se reduira la resolu- 
tion d'une congruence du degrE n— m, en cherchant le plus grand com- 
mun divisenr entre Ä et af — 1. 

Soit propos‘, par exemple, de r&soudre la congruence 
—b=0 (mod.ep+1), 
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dans laquelle @p-+1 est un nombre premier, on divisera z=’’— 1 par 
x"—b, et on trouvera un quotient IV et le reste ’—1; d’ou il rdsulte 
que si la congruence 
18. »—1=0 (mod.ap-+1) 

est resoluble, la congruence proposde aura toutes ses racines enticres. 

Les deux congruences de condition (17.) et (18.) avaient dt trou- 
vees par Fermat, mais avec sa methode on ne pouvait pas trouver les 
conditions qui devaient satislaites, lorsque les congruences proposces 
n'etaient pas binomes: ce qu’on peut toujours eflectuer par les principes 
que mois venons d’exposer. 

Ja congruence de condition (18.) montre que la congruence 

—1=0 (mod.6p-+ 1), 
a toujours trois racines enticres lorsque 6p -+1 est un nombre premier; 
mais comme il est @vident qu'une de ces racines est z=1, on pourra 
diviser par 2—1, et on obtiendra la congruence du second degre 
+1=0 (mod.6p>-+1), 
ni aura ses deux racines entieres; il faudra par cons@quent que les deux 
eongruences (16.) soient satisfaites quand on substitue pour et les 
deux racines de lequation -+1=0, et que Von change ?>r +! en 
6p-+-1. Maintenant on a 


et partant, la congruence (mod. 6>-+1) deviendra la suivante: 


qui donnera en developpant 


(6p-2) 


2 2.3 2.8: % 
= (6 3+ ei.) =0 


et par consequent 
19. 6p— p .3+ P (mod.6p+N). 
Si lon substitue les valeurs de & et ß dans la congruence 
-)+1 = 0 (mod.6p-+1), 
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on aura, apres avoir developpe, la congruence 

l,es deux congruences (19.) et (20.), que nous venons de trouver, et qui 
Joivent toujours &tre satisfaites en m&me tems, lorsque 6p-+1 est un 
nombre premier, renferment un theoreme exclusif et assez curieux, sur 

les nombres premiers de la forme 6» +1. 


A present si ellectue T’elimination de 6p>, entre la congruence 


-1\6p-: 6p(6p- 


(6p-D — 


et lautre, qui est toujours r&soluble: 
6Gp+1=0 (mod.6p-+ 1) 


\ 
on trouvera, apres les BE: 


1. 


FI 


—1+3— 3... = 


Lorsque p=?n, cette derniere congruence deviendra 
3" —1=0 (mod. 12r-+1), 

et celle-ci sera toujours r&soluble d’apres ce qui pr&cede: d’ou il resulte, par la 
congruence de condition (17.), que la congruence &—3==0 (mod. 122-1) 
est toujours resoluble lorsque 122 +1 est un nombre premier. On pour- 
rait appliquer les m&mes prineipes ä des congruences de degres plus dle- 
ves, et on obtiendrait un grand nombre de theor&mes nouveaux, du m&me 
genre que ceuX que mous venons d’enoncer; mais ces recherches nous 
“carteraient trop de notre but, et nous allons exposer de preference quel- 
ques applications de la theorie des congruences ü la r@solution d’une classe 
d’&quations ind“termindes dont Lagrange a considere les plus simples. 


Soit propose de r&esoudre en nombres entiers l’Equation 
ata,r ta, _X 
on voit facilement que ce probleme se reduit ä la resolution de la congruente 
X ==0 (mod. X,); mais comme on a aussi identiquement X, =0 (mod. X), 
on pourra @liminer x entre ces deux congruences et on trouvera, aprcs 
Pelimination, une eongruence de condition D=0 (mod. X,), dans laquelle 
D sera une fonction donnde des coefficiens 
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et il faudra que X, divise le nombre D. Maintenant supposons que tous 


les diviseurs, positils ou negatifs, de D soient reprdsentes par la serie des 
nombres 
on devra faire successivement 
Zul; ud; KK, sa... X =D; 
et en cherchaut les racines entieres de ces @quations, on aura toutes les 
valeurs de x qui resolvent la congruence X==0 (mod. X,), et par suite 
l’&quation 


Eiant donnde la möme fraction 37, on peut frouver aussi tous les nom- 
I 


hres entiers qui, pour une m&me valeur de x, divisent a la fois le num- 
rateur et le denominateur. En eflet si lon reprdsente en general par 
de ces facteurs communs, on aura X=0 (mod. 0); A, ==0 (mod. 
et en @liminant x entre ces deux congruences (ou ce qui revient au mÖme 
entre les deux @quations X=0, X,=0), on aura la congruence de con- 
dition D=0 (mod. d), et le nombre d devra se trouver parmi les divi- 
seurs de D. Il est clair que si X et X, avaient une racine commime 
&, il faudrait commencer par diviser ces deux polynomes par — au- 
trement on aurait toujours D= 0. 

Etant donnees les deux fonetions a deux inconnues P(x,y); Fr, y); 
si elles ont un facteur commun d, on aura toujours 

0 (mod, 0); y)=0 (mod. 0); 
et en Climinant x ou y entre ces deux congruences, on aura deux autres 
eopgruences de la forme 
Ylr)=0 (mod.d); Y(y)=0 (mod. d). 
Soit propos@ maintenant de resoudre en nombres entiers les deux dqua- 
tions simultandes 
2); P(a,y)=0:; 
que nous exprimerons pour abreger pr P=F.y; DP=0; on pourva 
ies reduire aux congruences 
®==0 (mod.!); P=0 (mod. F); F== 6 (mod. 

et en eliminant x et y entre ces trois congruences, on aura la congruenee 


de condition 
D=0 (mod. F), 


10 * 


; 
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d’ou Ion deduira toutes les valeurs possibles de F: Ion aura ainsi trois 
equations et trois inconnues, et les deux dquations proposdes seront re- 
solues completement. 

Ktant proposees les deux &quations simultandes 

que nous indiquerons, pour abreger, par 
elles se transformeront dans les congruences 
(mod. 9); D,=0 (mod. 9); P=0 (mod. dp); 
d’ou lon deduira, par P’elimination, la congruence de condition D=0 (mod. 
qui fournira toutes les valeurs possibles de 9; et lon aura resolu complc- 
tement les deux &quations proposdes. On pourrait appliquer ces principes 
a des @quations contenant un plus grand nombre d’ineonnues; mais nous 
traiterons scpardment cette maticre dans un memoire particulier sur les 
congruences a module variable. 

En reprenant les congruences de condition, que nous avons don- 
nces pr&eceödemment, il est clair que l’on pourra @liminer les inconnues entre 
la congruence & plusieurs inconnues 

(mod.p), 

(dans laquelle p est un nombre premier) que nous indiquerons pour abre- 
ger par P ==O (mod. >), et les suivantes 

(mod. p); (mod.p); 2"—1=0(mod.p); ... etc.; 
la möme manicre que sil sagissait d’Climiner entre les &quations 

9=0; —1=0; —1=0;.... 
et que le rdsultat sera de la möme forme: ü present pour &liminer les 
inconnues entre ces “quations, on peut substituer dans la premiere toutes 
ies valeurs de x, etc., deduites des autres Equations, et 


comme loon a 


i, 
y- 


. 2(p—2 
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en substituant apres lautre toutes ces valeurs dans l’equation = 0). 
et faisant le produit de toutes les fonetions semblables que Fon obtiendra 
de cette manicre, on trouvera la congruence de condition 


zu 
==0) (med. p) 


Cette congruence parait assez singulicre a cause des fonctions eireulaires 
p 
qu’elle renferme; cependant en observant le rapport qui existe entre la con- 


. ast (a 
sruence a=a+px (mod. p), et P’equation === iC0S dorsque 


a, p et x, sont des nombres entiers, on pourrait se rendre compte aisc- 
ment de la forme de cette expression. On pourrait deduire de la plu- 
sieurs theoremes connus sur les congruences; mais cette route serait lon- 
sue et penible, et nous preferons de partir d’une auire dquation fonıda- 
mentale qui servira ü retrouver directement tout ce que Von savait sur la 
theorie des congruences, et a decouvrir beaucoup de propositions nouvel- 
les. En observant que quoique par notre theorie on ne trouve que les 
racines indgales de la congruencee P=0, on obtiendra cependant les ra- 
cines @gales par la methode dont nous avons fait usage pour les dquations 
indetermindes; et m@me on les trouvera directement en dliminant entre 


les congruences 
®=0 (mod. p); (mod. p); (mod. >») 


Etant donnde V’equation a une seule inconnue 
si lon represente par P,, Pı-ms Pı-ams eic., les sommes des puis- 
sances (n— m)", etc. de ses racines, on aura 
de sorte que si 2 est un multiple de », on obtient P,=m; et dans ie 
cas contraire on trouve P,=0. En exprimant les racines de Pegnatlon 


x” —1=0, en fonctions eirculaires, on aura 


Sı l’on in le second membre au moyen de la relation connue 


(cosz-+ sinz)” = cosr 3 Y(—1) sinn 2, 


F . . 
et qu’on neglige les imagivaires qui, dans le cas actuel, doivent ndcessai- 


P == 


n 
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rement se detruire, on obtiendra 


Inrı 
21. P,= 008 — + + cos ....+ 


008 m—I)nn 


m 


et la valeur de cette expression sera m ou z&ro, suivant que le nombre — 
sera entier ou fractionnaire. 


Il resulte de lü que si lon prend successivement la somme des puis- 
sances des @quations 


z—1=0, "—1=0, !—1=0, ..... #—1=0, 
on aura Ja somme des diviseurs de 2, compris dans les nombres 1, , 


» 2 [4 [4 
725 et cette somme pourra representee par la formule 


. n . nn 
— 2 sin — 
x 


On trouverait de m&me que le nombre des diviseurs de z, compris 
dans la serie 1, 2, 3, 2... est donne par lrexpression 


n ‚nn 

>> >> zum = == 2 
— 4 n 
2x sin — 
x 


Si l’on voulait exprimer la somme et le nombre de tous les diri- 


seurs de 7, en representant par f® la premiere de ces fonctions, et par 
la seconde, on aurait 


2 
y=o ac 


1 


x=ı y=o 


On sait «we lorsque 2 est un nombre premier, ou a 


di) =2; 


nous aurons donc, en changeant les limites des variables, les deux equations 


Iny 
x=ı y=0 x x=ı yzo 


qui renferment deux proprietes speciales des nombres premiers. 


| 
. n nn 

sin 2 (n In — 
| Im + sin m 

2 sin — 
m 
y=x 

2 © 

| 
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On a vu que, z et m £tant deux nombres entiers, la formule 


n n st 
sin? n— 


2m ın 


. 
— 
m 


a pour valeur 2, si 2 est divisible par 2, et quelle se reduit ü zero 
lorsque cette condition n’est pas satisfaite. Nous avons demontre de plus, 
que p @tant un nombre premier, l’expression 

1.2.3.....(p—D+1 


pP 
ne peut devenir un nombre entier que lorsque p est un nombre premier: 


en faisant done 
m=p, et n=1.2.3.....(p—1) +1, 


dans la formule (21.), elle se transformera en celle-ci: 


qui devient p lorsque p est un nombre premier, et qui se reduit a zero 
dans le cas contraire. Ainsi cette formule represente exelusivement tous 
les nombres premiers. Si l’on voulait exprimer analytiquement la somme 
des nombres premiers compris dans la serie 
a, a +1, ce+?,..... a+b—1, 


on aurait la formule 


=a 


On peut generaliser beaucoup ces expressions, et les appliquer aux 
series p@riodiques, aux fonctions discontinues et ä d’autres recherches: 
mais ce que nous en venons de dire suffit pour le moment. 

Puisque la formule 


1 sin)" + (cos +y(—1)sin 


m 


. n 
a pour valeur lunit@E ou zero, suivant que —, est un nombre entier ou 


fractionnaire, il s’en suit que le nombre /\ des racines indgales de la con- 
gruence ä plusieurs inconnues 


| 
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Ola, etc.) == (mod. 
(que nous exprimerons pour abreger par @==0 (mod. n)) dans laquell« 
on considere pour X, 2% ».». etc., les valeurs entieres 
ce, c+1, c+?2, 


x 


- 


[4 Bi 
sera donnd par l’equation 
z=f 


0 4 ) 0 2 
(cos sin I") + (eos? +y(—1)sin 


qui peut servir dans plusieurs cas a trouver la valeur de lint“grale definie 


— 


comme nous le montrerons dans la suite. 

De meme la somme des racines de la congruence == 0 (mod. 2), 
soinprises entre les mömes limites que celles qui ont servi “a determiner 
la formule (22.), sera donnee par lintegrale 


Iqm 


m 
+ (cos +y/(—Dsin 
On pourrait trouver une infinit© de formules du meme genre; mais 
celles-ei suffisent dejü pour notre objet; et m@me elles sont trop genera- 
les, de maniere quil faut les particulariser pour les appliquer avec facilit« 
aus diverses questions que nous devrons resoudre. 
Nous observerons d’abord que, d’apres ce que nous avons dit pre- 
vedemment, il suffira dintögrer entre les limites 
0.06, 
pour savoir si Ja congruence proposce est ou m est pas rcsoluble; et quensuite 
les ımaginaires devant se dötruire entre Er on pourra considerer Vintcgrale 
au de celle fournie par l'Öquation (22) et lintegrale 


a la place de la formule (23.). 
(La swte dans le calver procham.) 


| 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. (Vortseizung.) 


log. Sof, X. log. Ein. k. D. log. Tang. D. 


3,00 1,306 1249 70 4337 64 1,305 5940 43 4348 25 9,099 460 73 10 61 
3,101 1,306 5587 34 4337 65 1,306 0288 68 4348 24 
02 06 9925 00 4337 67 06 4636 92 4348 23 
05 07 4262 66 4337 68 06 8085 15 4348 22 1722 49 10 54 
04 07 8600 34 4337 69 07 3333 37 4348 2 4733 03 10 53 
03 08 2038 02 4337 70 67 7651 58 4348 4743 56 10 50 
3,706 1,308 7275 72 4337 1 1,308 209 73 4348 19 
07 v9 1013 43 4337 72 08 6377 97 4348 18 Ye 4764 54 in es 
03 09 5051 14 4337 73 09.0725 14 4248 17 4775 00 0.46 
09 10 0238 87 4337 74% 09 5074 31 4548 16 4785 44 wa 
10 10 4626 61 4337 75 09 9422 47 2348 15 
3218 1,310 8964 36 4337 76 1,310 3770 62 4348 14 0,999 A806 26 10 38 
12 11 3302 12 4337 77 10 S11S 75 4348 13 4816 64 10 35 
153 11 7639 89 4337 78 11 2456 58 4348 12 na.an ae 
14 12 1977 67 4337 79 11 6515 00 11 
15 12 6315 46 4337 80 12 1163 10 4348 10 ou. 2 
3,716 1,313 0653 26 4337 81 1,312 5511 20 4348 09 9,009 4857 04 10% 
47 13 4991 07 4337 82 12 0359 28 4348 08 4808 21 10% 
y Ss004 5 4337 85 14 20903 47 4348 04 4808 1020 
23,721 1,315 2342 42 337 86 1,314 7251 52 4348 03 9,900 4009 10 1047 
22 15 6630 28 4337 87 15 1509 55 4348 02 4019 27 1015 
23 16 1018 16 4337 88 15 5947 58 4348 01 4929 42 1013 
24 16 5356 04 4337 89 16 0205 50 4348 00 4939 55 vu 
23 16 9693 03 4337 16 4045 59 4347 09 4149 66 10 10 
3,726 1,317 4031 83 4337 O1 1,316 S991 59 4347 08 9,999 4057 76 10.97 
27 17 8369 74 4337 92 17 3330 57 4347 97 4969 83 i0.05 
28 18 2707 67 4337 93 17 7087 55 4347 % 4979 88 0 03 
29 18 7045 60 4337 94 15 2035 51 4347 05 4980 01 10.01 
30 19 1353 54 4337 05 15 6353 46 4347 04 4909 02 09 
3,131 1,319 5721 49 4337 96 1,319 0731 40 4347 03 0,999 5009 91 907 
32 20 0050 45 4337 07 19 5079 34 4347 9 5019 88 005 
33 20 4397 43 4337 98 19 9427 % 4347 91 5020 83 993 
34 20 8735 4 4337 99 20 3775 17 4347 5039 76 902 
33 21 3073 40 4335 m 20 8123 08 4347 59 5049 68 9.59 
3,7936 1,321 7411 40) 4338 01 1,321 2470 97 4347 88 9,999 3059 57 986 
37 22 1749 42 4338 02 21 6318 85 4347 87 5069 43 485 
38 22 6087 44 4338 03 22 1166 72 4347 8 5079 28 483 
39 23 0425 47 4235 04 22 5514 58 4347 55 5089 11 | 
40 23 4763 51 4338 05 22 9962 44 4347 54 598 92 y 79 
3,741 1,323 9101 57 4338 06 1,323 42028 4347 83 9,999 5108 71 g 77 
42 24 3439 63 4338 07 23 8558 1 4347 82 5118 48 976 
43 24 3777 70 4338 08 24 2905 04 4347 1 5128 24 973 
44 25 2115 78 4333 09 24 7253 75 4347 81 5137 97 9 72 
45 25 6453 87 4335 10 25 1601 56 4347 80 5147 69 969 
3,746 1,326 0791 97 4338 u 1,325 5049 35 4347 70 9,999 5157 38 68 
47 26 5130 08 4338 12 26 0297 14 4347 78 5167 06 965 
43 26 9468 20 4338 13 26 4644 01 4347 77 5176 71 6% 
49 27 3806 33 4335 14 26 8992 68 4347 76 510 35 261 
50 27 8144 47 27 3340 43 5195 KW 
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81 
| 


82 


k. 
3,750 
3,751 

52 
53 


54 
55 


3,756 
57 
58 
59 
60 
3,761 
62 
63 


3,781 
82 
83 
54 
85 


3,786 
87 
88 
89 
90 


3,791 
92 
93 
94 
95 


3,796 
97 
98 
99 
3,800 
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log. Cof. 


1,327 8144 47 
1,323 2482 62 
28 6820 77 
29 1158 94 
2) 5497 12 


29 0535 30 


1,330 4173 50 
30 8511 70 
31 2549 92 
31 7185 14 
32 1526 38 


1,332 5864 62 
33 0202 87 
33 4541 13 
33 8879 40 
34 3217 68 


35 1894 27 
35 6232 58 
36 0570 


36 4909 22 


1,336 9247 56 
37 3585 9% 
37 7924 26 
33 2262 62 
33 6601 00 


1,339 0039 38 
39 5277 7 
39 9616 1 
40 3054 5 

40 8203 


1,341 2631 43 
41 6069 87 
42 1308 31 
42 5646 77 


42 9985 23 


1,343 4323 71 
43 8602 19 
44 3000 68 
44 7339 18 
45 1677 68 


1,345 6016 2% 
46 0354 7 
46 4693 %6 
46 031 80 
47 3370 35 


4,347 7708 91 
45 2047 48 
48 6356 06 
49 0724 65 
49 5063 25 


log. Sin, k. 


1,327 3340 43 


1,327 7688 18 
23 2035 92 
23 6383 65 
2) 0731 36 
29 5079 07 


1,329 9426 77 
30 3774 46 
30 8122 14 
31 2469 sı 
31 6817 47 


1,332 1165 12 
32 5512 77 
32 IS60 40 
33 4208 02 
33 8555 64 


1,334 2003 24 
3+ 7250 84 
35 1508 43 
35 5946 00 


36 0203 57 


1,336 4641 13 
36 3988 68 

, 37 3336 22 
37 7683 75 


38 2031 2 


1,338 6378 78 
39 0726 29 
39 5073 78 
39 9421 
4) 3768 74 


1,340 S116 20 
41 2463 66 
41 6511 
42 1155 55 
42 5505 98 


1,342 0853 40 
43 4200 81 
43 8548 22 
44 2895 61 
44 7243 00 


1,345 1590 38 
45 5037 75 
46 0285 11 
46 4632 46 
46 8979 80 


1,347 3327 13 
47 7674 46 
43 021 77 
48 6369 08 
49 0716 38 


D. 


4347 75 


4347 74 
4347 73 
4347 72 
4347 71 
4347 70 


4347 69 
4347 68 
4347 67 
4347 66 
4347 65 


4347 64 
4347 63 
4347 62 
4347 61 
4347 61 


4347 60 
4347 50 
4347 58 
4347 57 
4347 56 


4347 55 
4347 54 
4347 53 
4347 52 
4347 51 


4347 50 
4347 49 
4347 48 
4347 48 
4347 47 


4347 46 
4347 45 
4347 44 
4347 43 
4347 42 


4347 41 
4347 4) 
4347 40 
4347 39 
4347 38 


4347 37 
4347 36 
4347 35 
4347 34 
4347 33 


4347 33 
4347 32 
4347 31 
4347 30 


log. Tang. k. 


9,99 % 
9,999 5205 56 
5215 15 
5224 71 
5234 25 


9,99 


5291 00 


9,999 5300 50 
5309 90 
5319 27 
9328 62 


9,999 


a 

w 


Gr SI 


on an 
w 


9,999 5393 57 


9,999 5439 40 


9,999 5484 77 
5493 79 
5502 80 
5511 78 


5520 75 


9,999 5529 69 
5538 62 
5547 54 
5556 44 
5565 32 


9,999 5574 18 
5583 03 
5591 85 
5600 66 
5609 45 


9,999 5618 22 
5626 98 
5635 71 
5644 43 
5653 13 


D. 


y59 
54 
952 


r 4338 15 | 
4338 16 
4338 17 
4338 18 
- 5 4338 19 
4338 20 5243 77 
4338 21 5253 27 49 
4338 22 5262 76 IM 
4338 23 5281 67 y42 
4338 24 941 
4338 25 94 
4338 % 937 
4338 27 y 35 
| 64 4333 28 934 
65 4333 29 5337 96 331 
3,766 1,334 7555 97 4333 30 30 
67 4338 31 
= 69 4338 33 1 92 
zo 4335 34 5384 35 y 22 
8.771 4338 35 921 
72 4333 36 5402 78 18 
v3 4338 36 5411 06 917 
4 4338 37 5421 13 14 
“5 4338 38 5430 27 943 
3,776 4338 39 912 
Fr, 4338 40 5448 52 99 
3 4338 41 5457 61 9.07 
9 4338 42 5466 68 906 
so 4338 43 5475 74 903 
4338 44 9 02 
4338 46 S 98 
4335 46 Ss 97 
4338 48 Ss 93 
- 4338 49 9 
4338 50 80 
4338 51 888 
4338 52 886 
4338 53 355 
4338 53 382 
4338 54 
4338 55 879 
4338 56 8 7 
4338 57 76 
4338 58 8 73 
4338 59 872 
4333 60 s 70 


k. 


3,800 
3,801 
02 
03 
04 
05 


4. Gudermann, Potenzial-Functionen Taf. I. 


log. Eof. X. 


1,349 5063 25 


1,349 9401 85 
50 3740 46 
50 S079 09 
51 2417 72 
51 6756 35 


1,352 1095 00 
52 5433 66 
52 9772 32 
53 4110 99 
53 5449 68 


1465 77 
5804 49 
‚0143 21 


w 
an nn on 
a 


w 


4481 04 
> 8820 69 
31509 44 
7493 20 
; 1536 % 


- 


non on 


1,358 6175 7 
59 0514 5 
59 4553 31 
59 9192 11 
60 3530 92 


1,360 7869 73 
61 2208 56 
61 6547 39 
62 0886 23 


62 5225 08 


1,562 9563 03 
63 SO 
63 8241 67 
64 2580 55 


64 6019 44 


1,305 1258 34 
65 5597 25 
65 9936 16 
66 4275 09 
66 8614 02 


1,367 2952 % 
67 7291 
68 1630 86 
63 5969 82 
693 0308 79 


1,369 4647 77 
69 8986 75 
70 3325 7% 
70 7664 75 
71 2003 75 


D. 


4338 61 


4338 61 
4338 62 
4338 63 
4338 64 
4338 65 


4338 66 
4338 66 
4338 67 
4333 683 
4333 69 


4333 70 
4538 71 
4333 72 
4338 73 
4335 73 
4338 74 
4338 75 
4338 76 
4338 77 
4338 78 


4338 78 
4335 79 
4338 80 
4355 81 
4338 82 


4335 82 
4335 83 
4338 54 
45335 85 
45335 56 


4338 87 
4338 57 
4338 88 
4335 
4335 


4338 01 
4338 02 
4338 92 
4335 93 
4338 04 


4338 05 
4338 05 
4338 96 
4338 97 
4338 


4338 99 
4335 9 
4339 0 
4339 02 


log. ©&in. k. 


1,349 0716 385 
1,349 5063 67 
49 9410 05 
50 3758 22 
50 8105 49 


51 2452 74 


1,351 6799 09 
52 1147 23 
52 5494 46 
52 9841 68 
53 4188 


1,353 8536 09 
54 2883 29 
54+ 7230 48 
55 1577 65 
55 5024 82 

1,356 0271.08 
56 4619 14 
56 8066 28 
57 3315 4 


7 
97 7060 54 


1,358 2007 66 
58 6354 77 
59 0701 87 
509 5045 97 
59 9396 05 


1,360 3743 13 
60 20 
61 2437 %6 
61 6754 32 
62 1131 36 


1,362 5478 40 
62 0825 43 
63 4172 45 
63 8519 46 
64 2866 46 


1,364 7213 46 
65 1560 44 
65 42 
66 0254 39 
66 4601 35 


1,366 8948 31 
67 3295 26 
67 7642 19 
68 1989 13 
683 6336 05 


1,369 0682 96 
69 5029 87 
69 9376 77 
0 3723 66 
70 8070 55 


D. 


4347 


4347 
4347 
4347 
45347 
4347 


DDD 


4347 
4547 
4347 
4347 
4347 


m 


4347 
4347 19 
4347 18 
4347 17 
4347 16 


4347 15 
4347 14 
4347 14 
4347 13 
4347 12 


4347 11 
4347 10 
4347 10 
4347 09 
4347 08 


4347 07 
4347 06 
4347 05 
4347 05 
4347 04 


4347 03 
4347 02 
4347 01 
4347 
4347 


4346 09 
4346 38 
4346 07 
43546 % 
4346 96 


4346 95 
4346 04 
4346 093 
4346 92 
4346 02 


43% 
43546 
4346 59 
45% 83 


log. Tang. k. 


9,999 5653 13 


9,999 5661 82 
9670 49 
5679 14 
9087 77 


9,99 5704 99 


9,999 5747 73 
5756 23 
9764 71 
9773 17 
5781 61 


9,9 570 04 
5798 45 
53500 
5515 22 


5323 58 


9,999 5831 92 
5540 25 
58485 56 
5356 S6 


5505 14 


9,999 5873 40 
5551 64 
5880 87 
5898 09 


9,999 5014 47 
5922 63 
5030 78 
5938 O1 


5947 02 


9,999 5955 12 
503 20 
5971 0 
5979 30 


90987 33 


0,999 50905 35 
6003 35 
6011 33 
30 
6027 26 


9,99 6035 
6043 12 
6051 03 
6058 92 
6066 80 


11° 


D. 


569 
8 67 
3065 
503 
502 
s (4 


JI 


» 


83 


3,506 58 
07 5713 57 8 57 
05 5722 14 855 
09 5730 69 5 
10 5739 22 51 
3,511 2735 37 s 50 
12 7127 06 s4s 
13 Ss 
14 s4 
15 43 
3,816 s 41 
17 Ss 39 
18 Ss 38 
19 Ss 36 
20 34 
3,521 8 33 
22 s3ı 
s 30 
24 808 
23 Ss 
3,826 824 
27 23 
23 822 
29 20 
30 818 
3,831 16 
39 sıs 
33 
34 
3,3306 s08 
37 8 06 
35 dein 
39 
40 s02 
3,841 
42 
43 
44 
43 
3,846 
47 791 
48 
49 
>09 


54 


k. 


3,850 
3,851 

52 
53 
54 
55 


3,836 
57 
58 
59 
60 

3,5061 
62 
63 
64 
65 

3,866 
67 
65 
69 
70 


3,871 
72 
73 
74 


4. Gudermann, Potenzial-Functionen Taf. II. 


log. 


1,371 2003 75 
6342 77 
0681 SO 
5020 83 


0359 87 


3093 92 


1,375 8037 


76 4072 43 
76 s411 59 
77 2750 71 
77 7089 83 


1,375 1428 06 
7S 5768 11 
79 0107 25 
79 4446 41 


79 8785 57 


1,350 3124 75 
80) 7463 92 
81 1803 11 
81 6142 30 
0481 51 


1,382 4820 71 
82 91509 03 
3499 15 
83 7835 39 
S+ 2177 62 


1,384 6516 87 
85 0856 12 
85 5105 38 
85 9534 65 


86 3373 93 


1,386 8213 21 
87 2552 50 
87 6891 80 
88 1231 10 
5570 41 


1,388 9009 73 
89 4249 06 
89 8688 39 
9) 2927 73 
9% 7267 08 


1,391 1606 44 
91 5945 SO 
92 0285 17 
92 4624 55 
02 8963 93 


D. 


4339 02 
4339 03 
4339 03 

339 04 
4339 05 
4339 06 


4339 20 
4339 


4339 
4339 


DD » 


4339 28 
4339 28 


339 29 
4339 30 
4339 30 
4339 31 
4339 32 


4339 33 
4339 33 
45350 34 
4339 35 
4339 36 


4339 36 
4339 37 
4339 38 
4330 38 


log. Sin. 


1,370 8070 55 
1 2417 42 
71 6764 29 
135 
72 5455 OL 
2 9804 85 


1,377 7619 63 
78 1966 38 
73 6313 12 
79 0659 86 
79 5U06 59 


1,379 0353 31 
0 3700 03 
) S046 73 
S1 2303 43 
SL 6740 13 


1,352 1086 
82 5433 49 
82 9750 15 
83 4126 82 
83 47 


1,354 23% 12 
Ss+ 7166 75 
85 1513 39 
3 5860 OL 
86 0206 63 


1,386 4553 24 
S6 8399 54 
87 3246 44 
87 7503 03 
88 1939 61 


1,3SS 6286 18 
89 0632 75 
89 4979 31 
S9 9325 56 
90 3672 4) 


1,390 8018 94 
91 2365 47 
91 6711 9 
92 1058 51 
02 5405 02 


D., 


4346 83 
4546 57 
4346 86 


4346 
4346 
4346 


4346 


85 
85 


83 


4346 82 
4346 SL 


4346 
4346 


4346 
4346 
4346 
4346 
4346 


4346 
4346 
4346 
4340 
4346 


4346 
4346 
4346 
4346 
4346 


4346 
45346 
4346 
4346 
4346 
4346 
4346 
4346 
4346 
4346 


4346 


4346 
4346 


4346 


3) 


7 


69 
63 


63 
67 
66 
65 


65 


6+ 
63 
63 
62 


61 


60 


55 
55 
54 


53 


4346 52 
4346 52 
4346 51 


log. Tang, X. 


9,999 6066 SO 
9,99 6074 65 
6082 49 
32 
6095 14 
6105 94 


9,999 6113 72 
6121 45 
6129 23 
6136 96 
6144 65 


9,999 6152 38 
6150 06 
6107 73 
6175 39 
6153 04 


9,99 61W 67 
6195 25 
87 
6213 45 
6221 02 


9,099 6228 57 
6256 11 
6243 62 
6251 13 
6258 62 


9,999 6266 10 


9,999 6303 25 
6310 653 
6318 00 
6325 36 
6332 70 


9,999 6340 03 
6347 34 
6354 64 
6361 9% 
6369 20 


9,999 6376 45 
6383 69 
63% 92 
6398 13 
6405 32 


9,999 6412 50 
6419 67 
6426 82 
6433 96 
6441 09 


r 


7 76 
- 
770 


-1 


) 


w 


ku 


713 


| 4339 06 1,373 4151 69 _ 4) 
4339 07 73 8498 52 
746716 4339 08 74 2845 34 
75 1055 19 4339 09 74 7192 15 
75 5394 23 4339 10 75 1538 96 
1,375 9733 37 4339 10 1,375 5885 75 79 
4339 11 76 0232 54 78 
4339 12 76 4579 32 73 
4339 13 76 80236 10 77 
4339 13 77 3272 87 76 EEE 
433) 14 75 61 
4339 15 75 59 
| 4339 16 74 58 
a 4339 16 73 57 
4339 17 | 55 
4339 18 72 
4339 19 71 
4339 19 70 
3,876 _ 
77 6273 56 
75 6281 00 
79 6258 43 
80 | 6205 85 
3,881 4339 25 
82 
83 4339 27 
s4 
87 4346 60 zU 
83 4346 59 29 
89 4346 58 27 
90 4346 57 25 
== 4346 57 724 
4346 56 723 
95 4346 
| 94 
| 95 _ 
3,896 71 
_ 
983 
714 
3,900 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Tafı 1. 


log. X. 


1,392 8963 93 


1,393 3303 32 
93 7642 72 
94 1982 12 
94 6321 54 
95 0660 96 


1,395 5000 38 
95 9339 sı 
96 3679 25 
96 8018 70 
97 2358 16 


1,397 6697 62 
93 1037 08 
95 5376 56 
98 09716 04 
99 4055 53 


1,399 8305 03 
1,400 2734 53 
00 707+ 04 
01 1413 56 
01 5753 08 


1,402 0692 61 
02 4432 15 
02 8771 69 
03 3111 24 
03 7450 SO 


1,404 17% 36 
04 6129 93 
05 0469 51 
05 4809 10 
05 9148 69 


07 6507 12 
08 0846 74 


1,408 5186 38 
08 9526 01 
09 3865 06 
09 8205 31 
10 2544 97 


1,410 6384 63 
11 1224 30 
11 5563 98 
11 9903 66 
12 2243 35 


1,412 8583 05 
13 2922 75 
13 7262 46 
14 1602 17 
14 5941 % 


D. 


4339 39 


4339 40 
4339 41 
4359 41 
4339 42 
4339 43 


4339 43 
4339 44 
4339 45 
4339 45 
4339 46 


4339 47 
4339 48 
4339 48 
4339 49 


359 50 


4339 50 

3539 51 
4339 52 
4359 52 


4339 53 


4339 54 
4339 54 
4339 5 
4339 56 
4339 5 


4339 57 
4339 55 
4339 58 
339 59 


4339 60 


4339 61 
4339 61 
4339 62 
4330 63 
4339 63 


4339 6+ 
4359 64 
4339 65 
4339 66 
4339 66 


4339 67 
4339 68 
4339 68 
4339 69 
4339 70 


4339 70 
4339 71 
4339 72 
2339 72 


log. Sin, X. 


1,392 5405 02 
1,392 9751 52 
93 498 01 
03 Ss444 50 
94 2790 098 
94 7137 45 


1,395 1483 91 
05 5830 37 
96 0176 82 
96 4523 27 
96 8869 71 


1,3097 3216 14 

7 7562 56 
95 1908 08 
98 6255 39 
99 


1,399 4948 20 
99 9294 59 
1,400 3640 97 
00 7987 35 
v1 2333 72 


1,401 6680 08 
02 1026 43 
02 5372 78 
02 9719 12 
03 4065 45 


1,403 8412 78 
04 2758 10 
04 7104 41 
05 1450 72 

2 


05 5797 0: 


1,406 0143 32 
06 4489 61 
06 8535 59 
07 3182 16 
07 7528 43 


1,405 1874 69 
0S 6220 95 
09 0567 20 
09 4913 44 
09 9259 67 


1,410 3605 
10 7952 12 
11 2298 34 
11 6644 55 
12 09% 75 


1,412 5336 94 
12 9683 13 
13 4029 31 
13 8375 49 
44 2721 66 


D. 


4316 50 


4346 49 
4346 49 
4346 48 
4346 47 
4346 47 


4346 46 
4346 45 
4346 45 
4346 44 
4346 43 


4346 43 
4346 42 
4346 41 
4346 4) 
4346 40 


4346 39 
4346 38 
4346 38 
4346 37 
4346 36 


4346 35 
4346 35 
4346 34 
4346 33 
4346 33 


4346 32 
4346 31 
4346 31 
4346 30 
4346 30 


4346 29 
4346 23 
4346 28 
4346 27 
4346 26 


4346 
4346 25 
4346 24 
4346 24 
4346 23 


4346 22 
4346 22 
4346 21 
4346 20 
4346 20 


4346 19 
4346 18 
4346 13 
17 


log. Tangı A. 


0,999 6441 09 
9,999 6448 
6455 29 
6462 38 
6469 44 
6476 49 


9,999 6483 53 
6490 5 
6497 5 
6504 57 
6511 5 


9,999 6518 52 
6525 43 
6532 42 
6539 35 


6546 27 


9,999 6553 17 
6560 06 
6566 93 
6573 79 
6580 64 


9,999 6587 47 
6504 2% 
6601 09 
6607 88 
6614 65 


9,099 6621 42 
66283 17 
6634 90 
6641 62 
6648 3 


9,999 6655 03 
6661 72 
6668 39 
6675 04 
6651 69 


9,999 6688 32 
6694 94 
6701 54 
6708 13 
6714 70 


9,999 6721 27 
6727 32 
6734 36 
674) 59 
6747 40 


9,299 6753 89 
6760 33 
6766 85 
6773 32 
6779 77 


55 
3,301 709 
02 
04 
708 
05 
3,906 
703 
07 708 
03 
09 68 
10 6 97 
3,911 6% 
12 694 
15 69 
14 NR 
15 
3,316 6 89 
17 687 
15 6 86 
19 685 
20 683 
3,921 681 
22 681 
23 679 
24 67 
25 6 77 
3,926 675 
27 6 73 
28 6 72 
29 678 
30 6 70 
3,931 1,406 3488 29 669 
32 06 7827 89 6 67 
33 07 2167 50 665 
34 665 
35 
3,936 662 
37 6 60 
38 659 
39 6 57 
40 6 57 
3,941 655 
42 654 
453 6 53 
44 6 51 
45 649 
3,946 649 
47 6 47 
485 647 
49 635 
30 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. Il. 


k. log. k. D. log. Sin. k. D. log. Tang. 


3,930 1,414 5941 © 4339 73 1,414 2721 66 4346 16 9,999 6779 77 
3,951 1,415 0281 62 4339 74 1,414 7067 82 4346 16 9,99 6786 © 
2 15 4621 36 4339 74 15 1413 08 4346 15 6792 62 
BB) 15 8061 10 4339 75 15 5760 13 4346 14 679 03 
54 16 3300 85 4339 76 16 0106 27 4346 14 6805 42 
55 16 7640 60 4339 76 16 4452 41 4346 13 sl Sı 
3,956 1,417 1980 37 4339 77 1,416 8798 58 4346 13 9,999 6818 18 
57 17 65% 13 4339 77 17 3144 67 4346 12 6824 54 
55 18 0650 91 4339 78 17 7400 79 4346 11 6830 88 
59 18 40999 69 4339 79 18 1836 4346 11 6837 21 
60 18 0339 48 4339 79 18 0153 W 4346 1U 6843 52 
3,961 1,419 3679 27 4339 80 1,419 0529 10 4346 (9 9,999 6849 83 
62 419 8019 07 4330 SL 19 4875 0 4346 09 6856 13 
63 20 2358 87 4339 s1 i9 9221 28 4346 08 6862 41 
64 20 6698 68 4339 82 20 3567 36 4346 07 6868 68 
6) 21 1038 50 4339 82 20 7913 44 4346 07 6874 94 
3,966 1,421 5378 33 4339 83 1,421 2250 51 4346 (6 9,999 6881 18 
67 21 9718 6 4339 54 21 6605 57 4346 06 6887 41 
65 22 4057 99 4339 54 22 0951 62 4340 05 6803 63 
69 22 8397 $4 4339 55 22 5297 67 4346 04 6890 54 
70 23 2737 68 4339 86 22 9643 72 4346 04 B906 04 
3,971 1,423 7077 54 4339 86 1,423 3989 75 4346 03 9,999 6912 22 
2 24 1417 4) 4339 87 23 8335 78 4346 02 6018 38 
73 24 5757 27 4339 87 24 2681 81 4346 02 6024 54 
74 25 0097 14 4330 88 24 7077 83 4346 01 6930 609 
Ip) 25 4437 02 4339 80 25 1373 54 4346 01 6936 82 
3,976 1,425 8776 01 4330 80 1,425 5719 84 4346 (X) 9,999 6942 93 
77 26 3116 80 4339 90 26 0065 54 4345 99 6949 04 
3 26 7456 70 4330 90 26 4411 54 4345 09 0055 14 
79 27 1796 60 4330 08 26 8757 82 4345 08 6961 22 
27 6136 51 4339 02 27 3103 4345 08 6967 30 
3,981 1,428 0476 43 4339 92 1,427 7449 73 4345 07 9,99 6973 36 
S2 28 4816 35 4330 03 28 1795 75 4345 00 6970 40 
28 09156 23 339 93 25 72 4345 06 6985 44 
S4 29 3496 21 4339 04 29 0457 67 4345 05 6091 46 
S> 2) 7836 15 4339 95 29 4833 03 4345 95 6997 47 
3,986 1,430 2176 10 4339 095 1,420 0179 57 4345 94 9,99 7003 47 
87 30 6516 05 4339 96 30 3525 51 4345 03 7000 46 
SS 31 0856 04 4330 96 30 7571 45 4345 03 7015 44 
80 31 5195 97 4339 97 31 2217 37 4345 02 7021 40 
90 31 9535 94 4339 98 31 6503 30 4345 92 7027 35 
3,991 1,432 3875 92 4339 0S 4,432 080 21 4345 01 14,99 7033 20 
92 32 8215 © 4339 909 32 5255 12 4345 w 2039 22 
33 2555 80 4339 9 32 0601 03 4345 © 14 
94 33 6895 88 4340 00 35 3946 02 4345 89 7051 04 
95 34 1235 88 4340 01 33 8292 51 4345 80 7056 03 
3,996 1,434 5575 89 4340 01 1,434 2638 70 4345 88 9,099 7062 51 
97 34 915 W 4340 02 34 6084 58 4345 87 7008 68 
98 35 4255 N 4340 02 35 1330 485 4345 87 7074 53 
99 35 8595 9 43 03 35 5676 32 4345 St 7080 38 
4,000 36 2935 97 36 0022 18 


21 


645 

642 

64 

6 39 

6 39 

6 37 

6 36 

6 34 

631 

6 31 

6 30 

6 28 

6 27 
6b 26 

b 

b 23 

6 22 
621 
620 
615 
616 

6 16 

615 

| 613 
6 11 

6 11 

6 10 

6.48 

6 04 

604 

602 

601 

5 9 
58 
| 596 
5% 

59 
503 

59% 
5 90 
580 

85 

587 
8 

585 

993 


k. 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Sof. x. 


1,436 2035 97 
1,436 7276 01 
37 1616 05 
37 5956 09 
38 02% 15 
33 4636 % 


1,438 8076 27 
39 3316 34 
39 7656 41 
40 1996 49 
40 6336 58 


1,441 0676 67 
41 5016 77 
41 9356 87 
42 3696 98 
42 8037 10 


1,443 2377 22 
43 6717 35 
44 1057 48 
44 5397 62 
44 9737 76 


1,445 4077 91 
45 8418 06 
46 2758 22 
46 7098 39 
47 1438 56 


1,447 5778 74 
43 0118 92 
48 4459 11 
48 8799 30 
49 3139 50 


1,449 7479 70 
50 1819 91 
50 6160 13 
51 0500 35 
51 4840 58 


1,451 0180 81 
52 3521 05 
52 7861 29 
53 2201 54 
53 6541 79 


1,454 0882 05 
54 5222 31 
54 9562 58 
55 3%2 85 
55 8243 13 

1,456 2583 41 
56 6023 70 
57 1264 00 


57 3004 30 
57 9944 61 


D. 


434) 4 


434) 04 
4340 05 
434 05 
4340 06 
4340 06 


4340 07 
4340 08 
4340 08 
4340 09 
434) 09 


4340 10 
4340 10 
4340) 
4340 12 
4340 12 


4340 13 
45340 13 
4340 14 
434) 14 
4340 15 


4340 16 
4340) 16 
4340 17 
434) 17 
4340 18 


4340 15 
4340 19 
4340 19 
434) 
4340) 


4340) 21 
4340 2 
4340 2 
4340 23 
4340 23 


4340 2 
4340 24 
45340) 2 
4340 25 
4340 26 


434) 26 
4340 27 
4340 27 
4340 25 
4340) 28 


434) 29 
4349 30 
4340 30 
434) 31 


log. Sin. k. 


1,436 0022 18 


1,436 4368 04 
36 8713 S9 
37 3059 73 
37 7405 57 
38 1751 40 


1,438 6097 23 
39 0443 05 
39 4783 87 
39 9134 68 
40 3480 48 


1,440 7826 25 
41 2172 07 
41 6517 S6 
42 0863 64 


42 5209 42 


1,442 9555 19 
43 3900 96 
43 S246 72 

44 2502 47 

22 


44 6038 


1,445 1283 96 
45 5629 70 
45 9975 43 
46 4321 15 
46 8006 87 


1,447 3012 59 
47 7358 30 
45 1704 00 
48 6049 70 
49 0395 39 


1,4409 4741 08 
49 76 
50 3432 44 
50 7778 11 
51 2123 77 


1,451 6469 43 
52 0815 09 
52 5160 74 

9506 38 


3852 02 


1,453 8197 65 
54 2543 28 
54 6888 90 
55 1234 52 
55 5580 13 


1,455 9925 74 
56 4271 34 
56 8616 93 
57 2002 52 
57 7308 14 


4345 62 
4345 62 
4345 61 
4345 61 


4345 60 
4345 60 
4345 59 
4345 59 


log. Tang. k. 


9,999 
9,999 


9,99 


0,999 


9,999 


9,99 


9,999 7 


9,999 


9,909 


9,999 


9,909 


7056 21 
7092 03 
7097 54 
7103 64 
7109 42 


7115 


7120 96 
7126 71 
7132 48 
7138 19 
7143 % 


7149 61 
7155 30 
7160 99 
7166 66 


7412 32 


21177 97 
7153 61 
715) 24 
7194 85 


7288 62 
7294 0% 
7299 45 
7304 54 
7310 23 


7315 60 
7320 97 
7326 32 
7331 67 
7337 00 


7342 33 
7347 64 
7352 93 
7358 22 
7363 5U 


87 


4,000 4345 856 58% 
4,001 4345 85 581 
02 4345 54 5 
03 4345 84 578 
04 4345 83 578 | 
03 4345 83 56 
4,006 4345 83 u 575 
07 4345 82 75 
08 4345 Sı 573 
09 4345 Sı 571 
10 4345 SU 572 
4,011 4345 7) 56 
12 4345 79 569 
13 4345 75 u 567 
14 4345 78 5.66 
15 4345 77 65 
4,016 4345 77 u 6 
17 4345 76 5063 
18 4345 706 u 561 
19 4345 75 56 
20 4345 74 7200 46 559 
4,021 4345 74 BE 7206 05 559 
22 4345 73 7211 64 557 
23 4345 73 7217 21 555 
24 4345 72 7222 76 555 
25 4345 72 7228 31 5 54 
4,026 4345 71 33 55 5 53 
By 4345 70 7239 38 551 
99 4345 70 7244 89 551 
29 4345 69 7250 40 5 49 
30 4345 69 7255 89 „49 
4,031 4345 68 BE 7251 33 547 
32 4345 63 7206 85 54 
33 4345 67 7272 31 545 
34 4345 67 7277 76 53 
35 4345 66 7283 19 54 
4,036 4345 66 1 542 
37 4345 65 54 
38 4345 64 5 39 
39 4345 64 5 39 
40 53 4345 63 5 37 
4,041 4345 63 1 5 37 
42 5 35 
43 5 35 
44 5 33 
45 5 33 
4,046 1 5 31 
47 529 
30 


38 


k. 


4,050 
4,051 
52 
53 
54 
55 


4,056 
57 
58 
59 


60 
4,061 


62 
63 
64 
65 
4,066 
67 
65 
69 
70 


»> 


+. Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. II. 


log. Cof. k. 


1,157 9944 61 
1,458 4281 92 
58 8625 24 
59 2965 56 
50 7305 89 


60 1640 


1,460 5086 56 
61 03235 90 
Gi 4667 25 
61 9007 61 
62 3347 97 


1,462 7655 33 
63 2028 70 
63 6309 07 
64 45 
64 5040 54 


1,464 9300 23 
65 3730 62 
65 SU71 02 
66 2411 42 

3 


66 6751 8: 


1,467 1002 25 
67 5432 67 
67 9773 09 
68 4113 52 


65 8453 


1,460 2704 40 

60 713+ 85 
1475 30 
70 5815 75 


71 0156 21 


43,471 4406 68 
71 S837 15 

2 3177 62 
7515 10 


2 
3 1555 59 


3,475 6109 08 
74 0539 57 
74 4SS0 07 
7& 9220 58 


7» 3561 08 


1,475 7901 60 
76 2242 12 
76 6552 64 
77 0923 17 


77 5263 70 


1,477 0604 24 
73 3944 75 
78 8285 33 
79 2625 89 
79 6966 44 


D. 


4540 31 


4340 32 
4340) 32 
4340 33 
4340) 33 
4340 34 


4340 34 
4340 35 
4340 36 
45340 36 
4340 36 


4340 37 
4340 37 
4340 35 
4340 38 
4340 39 


4340 39 
4340) 40 
454) 41 
434) 
4340) 42 


434) 42 
4340 43 
4340 43 
454) 44 
4340 44 


4540 45 
4340 45 
434) 46 
4340 46 
434) 47 


4540 47 
4340 48 
4340 48 
4340 49 
434) 49 


4340 50 
4340 50 
4340 50 
4340 51 
4340 51 


4340 52 
#340 52 
4340 53 
4340 53 
4340) 54 


4340 54 
4340 55 
4340 55 
50 


log. ©in. k. 


1,457 7308 11 
1,458 1653 69 
68 5009 6 
59 0344 83 
59 469) 40 


59 9035 95 


1,46) 3381 51 
60 7727 06 
61 2072 60 
61 6418 13 
62 0703 67 


1,462 5109 19 
62 9454 72 
63 3500 23 

3 8145 74 
64 2491 25 


1,464 6836 7 
65 1182 2 
65 5527 7 

65 9873 23 

66 4215 71 


1,466 8564 19 
67 2009 66 
67 7255 12 
65 1600 58 
65 5946 04 


2 5054 


2 9400 


1,473 3745 7 
73 8091 1 
74 2436 51 
74 6781 8 


75 1127 28 


54723 65 
03 
4163 39 
76 
7 2854 11 


a 


) 


1,477 7199 47 
783 1544 82 
78 585% 16 
79 0235 50 
4580 83 


4345 : 


4345 
4345 


4345 


4345 
4345 


4345 
4345 
4345 
4345 
4345 


4345 


4345 ! 


4345 
4545 
4345 


4345 
4345 
4345 
4545 
4345 


4345 
4345 
4345 
4345 
4345 


4345 
4345 
4345 
4345 
4345 


4345 
4345 
4345 
4345 
4345 


4545 
4345 


4345 3% 
4345 : 


4345 


4345 
4345 
4345 
4345 
4345 


4340 
4345 


4345 3 


4345 


33 


log. Tang. 


9,999 7363 50 


9,999 7368 77 
7374 02 
7379 27 
73854 51 
738) 73 
9,999 7394 05 
7400 16 
7405 35 
7410 53 
7415 70 


9,99 7420 86 
7426 02 


3,999 7471 94 


9,999 7497 09 


7502 09 
7507 08 
7512 06 


2,009 


9,009 7546 64 


2,08 


76505 23 
7609 
7004 83 
7614 39 


en 
n 


an on 


13 


a 


on 
= 


58 
u 57 5 25 
56 | 
55 
55 21 
53 17 
53 
52 
51 7431 16 513 
u 51 7436 29 512 
50 7441 41 
50 9,999 7446 52 541 
49 7451 03 300 
493 7456 72 5.09 
48 7461 SL 5.07 
48 7406 88 
| 4 47 505 Ä 
46 7452 03 03 
46 7487 06 502 
> 45 7492 08 50 
1,0706 1,469 0301 49 45 
69 4636 04 44 299 
75 69 8082 38 44 
70 3327 43 4 97 
70 7673 2% 43 7517 03 
4,051 1,471 2018 67 42 4195 
S2 71 6364 09 42 7526 04 4 
72 0706 50 41 753188 403 
s4 7 51 4 7536 sı 4 92 
7 40 7541 73 402 
„4,056 u 40 4 
| S7 34 7551 55 459 
7561 32 4 83 . 
4,091 37 06 48 
92 37 7575 01 484 
03 36 7580 75 484 
36 7585 59 4 82 
03 35 75% 41 482 
4,096 35 48 
07 3% 4 79 
03 4 78 
93 4 78 
4,100 


4. Gudermenn, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Cof. k. 


1,479 6966 44 


1,486 1307 01 
80 5647 57 
80 9088 14 
81 4323 72 
81 8669 30 


1,482 3009 89 
82 7350 48 
83 1691 07 
83 6031 67 
84 0372 28 


1,484 4712 89 
84 9053 50 
85 3394 12 
85 7734 74 
86 2075 37 


1,186 6416 00 
87 0756 64 
87 5097 28 
87 9437 93 
88 3778 53 


1,488 8119 24 
89 2459 W 
89 6300 56 
1141 23 
5481 91 


1,4% 9822 58 
91 4163 27 
91 8503 95 
92 2844 65 
92 7185 34 


1,493 1526 04 
93 5866 75 
94 0207 46 
94 4548 17 
94 8888 89 


1,495 3229 61 
95 7570 34 
96 1911 07 
86 6251 81 
97 0592 55 


1,497 4933 30 
97 9274 05 
98 3614 80 
93 7955 56 
99 2296 33 


1,499 6637 09 
1,500 0977 86 
00 5318 64 
00 9659 42 
01 4000 21 


D. 


4340 56 


43 57 
4340 57 
4340 58 
4340 58 
4340 59 


4340 59 
4340 6U 
4340 60 
4330 60 
43W 61 


4340 61 
4340 62 
4340 62 
4340 63 
4340) 63 


4340 64 
4340 64 
4340 65 
4340 65 
4340 66 


4340 66 
4340 67 
43% 67 
434 67 
4340 68 


4340 68 
4340 69 
4340 69 
4340 70 
4340 TU 


4340 71 
4340 71 
4340 78 
4340 72 
72 


4340 73 
43W 73 
43% 74 
4340 74 
434 75 


4340 75 
4340 75 
4340 76 
4340 70 
4340 


4340 77 
4340 7 
4340 78 
79 


Crelle's Journal d. M. Bd.IX. Hit. 1. 


log. Ein. k. 


1,479 4580 83 


1,479 8926 16 
80 3271 49 
80 7616 80 
81 1962 12 
81 6307 43 


1,482 0652 73 
82 4998 04 
82 0343 33 
83 3683 62 
83 8033 91 


1,484 2379 19 
84 6724 47 
85 1069 74 
85 5415 01 
85 9760 27 


1,486 4105 53 
86 8450 78 
87 03 
87 7141 27 
88 1486 51 


1,488 5831 75 
89 0176 98 
89 4522 
89 8867 43 
90 3212 64 


1,490 7557 86 
91 13 06 
91 6248 27 
92 0593 47 
92 4938 66 


1,492 9283 85 
93 3629 04 
93 7974 22 
94 2319 40 
94 6664 57 


1,495 1009 74 
95 5354 W 
95 9700 06 
%6 4045 21 
96 36 


1,497 2735 50 
97 7080 64 
98 1425 78 
98 5770 91 
99 0116 04 


1,499 4461 16 
99 8806 28 
1,500 3151 40 
00 7496 51 
04 1341 02 


D. 


4345 33 


4345 32 
4345 32 
4345 32 
4345 31 
4345 31 


4345 30 
4345 30 
4345 20 
4345 29 
4345 28 


4345 28 
4345 27 
4345 27 
4345 26 
4345 26 


4345 25 
4345 25 
43345 24 
4345 24 
4345 24 


4345 23 
4345 23 
4345 22 
4345 22 
4345 21 


4345 21 
4345 20 
4335 2U 
4345 20 
4345 


4345 14 
4345 18 
4345 18 
4345 17 
4345 17 


4345 16 
4345 16 
4345 15 
4345 15 
4345 15 


4345 14 
4345 14 
4345 13 
4345 13 
4345 42 


4345 12 
4345 12 
4345 11 
4345 21 


log. Tang, 


9,999 7614 39 


9,999 7619 15 
7623 91 
7628 66 
7633 40 
7638 13 


3,99 7642 85 
7647 56 
7652 % 
7656 95 
63 


9,999 7666 30 
7670 07 
7675 62 
7680 27 
7654 


9,699 76809 53 
7604 14 
7098 75 
7703 34 
7707 93 


9,999 7712 51 
7717 08 
7721 64 
7726 19 
7730 74 


4,999 7735 28 
7739 80 
7744 32 
7748 82 
7753 32 


9,999 7757 51 
7762 209 


3,399 7780 13 
1784 56 

788 00 

7793 

7797 81 


9,999 7302 20 
7806 59 
7801 98 
7815 35 
7819 


9,999 1824 07 
7828 42 
7832 76 
7837 
7841 41 


12 


89 
478 
473 
4 72 
05 
4 Ti 
4,106 
469 
468 
467 
10 
4,111 
= 465 
6 
15 
4,116 
= 4 54 
13 
4 5# 
20 
4 57 
4,121 
> 455 
455 
4 54 
25 
452 
4 52 
| - 4 Su 
= 4 5u 
> 49 
30 
= 7766 76 447 
7771 23 445 
7779 68 445 
35 
443 
Br 44 
44 
39 
40 
4 39 
4,141 
37 
36 
= 4 36 
45 
435 
4,146 
4 33 
432 
49 
50 u 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Cof. k. 


1,501. 4000 21 


1,501 8340 9 
02 2681 79 
02 7022 59 
03 1363 39 
03 5704 19 


1,504 0045 00 
04 4385 82 
04 8726 64 
05 3067 46 
05 7408 29 


1,506 1749 12 
06 6089 95 
07 0430 79 
07 4Mm1 63 
07 9112 48 


1,508 3453 33 
08 7794 19 
09 2135 05 
09 6475 91 
10 0816 78 


1,510 5157 66 
10 9498 53 
11 3839 42 
11 8180 30 
12 2521 19 


1,512 6862 09 
13 1202 9 
13 5543 89 
13 9884 80 
14 4225 71 


1,514 8566 63 
15 2907 54 
15 7248 47 
16 1589 39 
16 5930 33 


1,517 0271 26 
17 4612 20 
17 8953 14 
13 3294 09 
18 7635 04 


1,519 1975 99 
19 6316 95 
20 0657 91 
20 4998 88 
20 9339 85 


1,521 3680 82 
21 8021 80 
22 2362 78 
22 6703 77 
23 1044 76 


D. 


4340 79 
434) 79 
4340 80 
434) 
434) 81 
4340 81 


434) 
434) 82 
4340 82 
4340) 83 
4340 53 


434) 54 
4340 54 
434) 54 
434) 
434) 55 


4340) 86 
4340 86 
4340 87 
434) 87 
4340 87 


434 58 
4340 88 
4340 89 
4340 89 
4340) W 


434) 
4340 90 
4340) 91 
43410 91 
4340 92 


434 92 
4340) 92 
4340 93 
4340 93 
434) 94 


4340 94 
434 94 
4340 95 
434) 95 
4340 95 


4340 96 
4340 9%6 
4340 97 
4340 97 
434 97 


4340 98 
4340 98 
4340 99 
4340 99 


log. Sin. k. 


1,501 1841 62 


1,501 6186 72 
02 0531 82 
v2 4876 91 
02 9222 00 
03 3567 U8 


1,503 7912 16 
04 2257 24 
04 6602 31 
05 0947 38 
05 5292 44 


1,505 9637 50 
06 3982 55 
06 8327 60 
07 2672 65 
07 7017 69 


1,508 1362 73 
08 5707 77 
09 0052 80 
09 4397 82 
09 8742 34 


1,510 3087 S6 
10 7432 87 
11 1777 88 
11 6122 59 
12 0467 89 


1,512 4512 88 
12 9157 88 
13 3502 S6 
13 7847 85 
14 2192 83 


1,514 6537 80 
15 0832 77 
15 5227 74 
15 9572 71 
16 3917 67 


1,516 8262 62 
17 2607 57 
17 6952 52 
18 1297 47 
13 5642 41 


1,518 9987 34 
19 4332 27 
19 8677 20 
20 3022 13 
20 7367 05 


1,521 1711 
21 6056 87 
22 0401 78 
22 4746 69 
22 9091 59 


D. 


4345 10 


4345 10 
4345 09 
4345 09 
4345 09 
4345 US 


4345 08 
4345 07 
4345 07 
4345 06 
4345 06 


4345 06 
4345 05 
4345 05 
45345 04 
4345 04 


4345 03 
4345 03 
4345 03 
4345 U2 
4345 02 


4345 01 
4345 01 
4345 01 
4345 
4345 00 


4345 00 
4344 99 
4344 98 
4344 98 
4344 98 


4344 97 
4344 97 
4344 96 
4344 96 
4344 96 


4344 095 
4344 95 
4344 94 
4344 94 
4344 94 


4344 03 
4344 03 
4344 92 
4344 92 
4344 92 


4344 91 
4344 91 
4344 W 
4344 % 


log. Rang. k. 


9,999 7341 41 


9,999 7845 73 
7850 03 
7854 32 
7858 61 
7362 89 


9,999 7867 16 
7871 42 
7875 67 
7879 92 
7884 15 


9,999 7888 38 
7892 6U 
7896 
02 
75 21 


9,999 709 40 
7913 58 
7917 75 
A 
7926 06 


9,999 7930 20 
7934 34 
7938 47 
7942 59 
7946 70 


9,999 7950 80 
7954 89 
7958 97 
7963 05 
7967 12 


9,999 7971 18 
7975 23 
7979 28 
7983 32 
7987 34 


9,999 7991 36 
7995 37 
7999 38 
8003 38 
8007 37 


9,999 8011 35 
8015 32 
8019 29 
8023 25 
8027 20 


9,999 8031 14 
8035 07 
8039 00 
8042 92 
8046 83 


D. 


4 32 


3 97 
3 97 


39 


39 
3 93 


3 9 


90 
4 30 
4 20 
429 
428 
| = 4 27 
55 
4,156 
425 
423 
4 23 
60 
| 4 22 
4,161 
= 424 
= 4 10) 
= 419 
65 
418 
4,166 
= 4 16 
= 415 
414 
- 70 | 
414 
4,171 
= 412 
411 
4 10 
75 
4 09 
4,176 
4 08 
- 4 07 
79 
80 
405 
4,181 
| - 404 
402 
402 
85 | 
401 
4,186 
87 
883 
89 
| 90 
4,191 u 
3% 
93 
3% 
95 
4,196 u 
39 
95 
99 
| 4,200 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 11. 


log. Cof. A. 


1,523 1044 76 


1,523 5385 75 
23 7 
24 4067 7 
7 

7 


24 S4S 
25 2749 


ler) 


7 


1,525 70% 78 
26 1431 80 
26 5772 82 
27 0113 85 
27 4454 SS 


1,527 8795 91 
28 3136 94 
28 7477 08 
29 1819 03 
29 6160 08 


1,530 0501 13 
30 4842 18 
30 9183 24 
31 3524 30 
31 7865 37 


1,532 2206 44 
32 6547 52 
33 0888 60 
33 5229 68 
33 9570 77 


1,534 3911 86 
34 8252 95 
35 2594 05 
35 6935 15 
36 1276 25 


1,536 5617 36 
36 9958 47 
37 4299 58 
37 8640 70 
38 2951 82 


1,538 7322 95 
39 1664 08 
39 6005 21 
4) 0346 35 
40 4687 48 


1,540 9028 63 
41 3369 78 
41 7710 93 
42 2052 08 
42 6393 24 


1,543 0734 40 
43 5075 57 
43 9416 74 
44 3757 91 
44 8099 00 


D. 


4340 99 


4341 00 
4341 W 
4341 01 
4341 01 
4341 01 


4341 02 
4341 02 
4341 03 
4341 03 
4341 03 


4341 04 
4341 04 
4341 04 
4341 05 
4341 05 


4341 06 
4341 06 
4341 06 
4341 07 
4341 07 


4341 08 
4341 08 
4341 08 
4341 09 
4341 


4341 09 
4341 10 
4341 10 
4541 10 
4341 11 


4341 11 
4341 il 
4341 12 
4341 12 
4341 13 


4341 13 
4341 13 
4341 14 
4341 14 
4341 14 


4341 15 
4341 15 
4341 16 
4341 16 
4341 16 


4341 17 
4341 17 
4341 17 
4341 18 


loe. ©in. k. 


1,522 9091 59 


1,523 3436 48 
23 7781 38 
24 2126 26 
24 6471 15 
25 0816 03 


1,525 5160 91 
25 9505 73 
26 3850 65 
26 8195 51 
27 2540 38 


1,527 6885 23 
28 1230 09 
28 5574 94 
28 9919 79 
29 4264 63 


1,529 8609 47 
30 2954 30 
30 7290 14 
31 1643 96 
31 5988 79 


1,532 0333 61 
32 4678 42 
32 9023 23 
33 3308 04 
33 7712 85 


1,534 2057 65 
34 6402 45 
35 0747 24 
35 5092 03 
35 9436 82 


1,536 3781 60 
36 8126 35 
37 2471 16 
37 6815 93 
38 1160 70 


1,538 5505 46 
38 9850 22 
39 4194 08 
39 8539 73 
40 2884 48 


1,540 7229 23 
41 1573 97 
41 5918 71 
42 0263 44 
42 4608 17 


1,542 8052 % 
43 3297 63 
43 7642 35 
44 1987 07 
44 6331 78 


D. 


4344 W 


4344 50 
4344 59 
4344 88 
4344 38 
4344 89 


4344 87 
4344 57 
4344 87 
4344 56 
4344 S6 


4344 85 
4344 55 
4344 85 
4344 84 
4344 54 


4344 54 
4344 83 
4344 83 
4344 52 
4344 


4344 82 
4344 
4344 
4344 
4544 SU 


4344 SU 
4344 79 
4344 79 
4344 79 
4344 75 


4344 78 
45344 73 
4344 77 
4344 77 
4344 77 
4344 76 
4344 76 
4544 75 
4544 75 
4344 75 


4344 74 
4344 74 
4344 74 
4344 73 
4344 73 


4344 73 
4344 72 
4344 72 
7 


log. Tang. Ak. 


9,999 8046 83 


9,999 8050 73 
8054 63 
8058 51 
S062 39 
26 


9,999 8070 13 
8073 08 
8077 83 
8us1 67 
SU 


9,999 8089 33 
8003 15 
96 
s100 76 
S104 55 


9,999 sıvsS 34 
8112 12 
s115 90 
s119 66 
8123 42 


9,999 8127 17 
s130 
8134 63 
8133 36 
8142 US 


9,999 8145 79 
S149 50 
8153 19 
8156 
57 


9,999 8164 24 
8167 
58 
8175 2 

88 


9,999 8182 51 
14 
8180 7 
8193 39 
8197 


9,999 8200 60 
8204 19 
8207 78 
s211l 36 
8214 93 


9,999 8218 50 
8222 06 
8225 61 
8229 16 
8232 69 


12 * 


D. 


3 


x 


ww w 


m 


w ww 


61 


ww ww w 


w ww w 
an 


91 


02 3 88 
03 3 88 
3 87 
0 3 87 
4,206 
07 
08 
09 
10 
4,211 
12 
13 
14 
15 
4,216 
| 17 
18 
19 
20 
4,221 
22 
23 
24 
25 
4,226 
27 
28 
29 
30 
4,231 
_ 
3 
34 
35 
| 4,236 
37 
33 
39 
40 
4,241 
42 
43 
44 
45 
4,246 
47 355 | 
48 3595 
49 353 
50 


4. Gudermann, Potenzial- Funclionen Taf. Il. 


log. Cof. k. 


1,544 8099 09 


1,545 2440 26 
45 6781 45 
46 1122 63 
46 5463 82 
46 9805 02 


1,547 4146 21 
47 8487 42 
48 2528 62 
48 7169 83 
49 1511 04 


1,549 5852 26 
50 0193 47 
50 4534 69 
50 8875 92 
51 3217 15 


1,551 7553 38 
52 189 61 
52 6240 85 
53 0582 10 
53 4923 34 


1,553 9264 59 
54 3605 84 
54 7947 10 
55 2238 36 
55 6629 62 


1,556 0970 89 
56 5312 15 
56 43 
57 3994 70 

7 8335 _98 


1,558 2677 26 
55 7018 55 
59 1359 84 
59 5701 13 
60 0042 43 


1,560 4383 73 
60 8725 03 
61 3066 33 
61 7407 64 
62 1748 95 


1,562 6090 27 
63 0431 59 
63 4772 A 
63 9114 23 
64 3455 56 


1,564 7796 89 
65 2138 23 
65 6479 57 
66 0820 91 
66 5162 25 


D. 


4341 18 


4341 18 
4341 19 
4341 19 
4341 19 
4341 2U 


4341 20 
4341 21 
4341 21 
4341 21 
4341 22 


4341 22 
4341 22 
4341 23 
4341 23 
4341 23 


4341 24 
4341 24 
4341 24 
4341 25 
4341 25 


4341 25 
4341 26 
4341 26 
4341 26 
4341 27 


4341 27 
4341 27 
4341 28 
4341 23 
4341 28 


4344 29 
4341 29 
4341 29 
4341 30 
4341 30 


4341 30 
4341 31 
4341 31 
4341 31 
4341 32 


4341 32 
4341 32 
4341 33 
4341 33 
4341 33 


4341 34 
4341 34 
4341 34 
4341 35 


log. Sin, k, 


1,544 6331 78 


1,545 0676 49 
45 5021 20 
45 9365 W 
46 3710,60 
46 8055 30 


1,547 2399 99 
47 6744 68 
48 1089 37 
48 5434 05 
48 9778 73 


1,549 4123 41 
49 8468 08 
50 2812 75 
50 7157 42 
51 1502 08 


1,551 5846 74 
52 0191 39 
52 4536 
52 SS80 69 
53 3225 34 


1,553 7569 98 
54 1914 62 
54 6259 25 
55 0603 88 
55 4948 51 


1,555 9293 13 
56 3637 75 
56 7982 37 
57 2326 99 
57 6671 60 


1,558 1016 20 
58 5360 S1 
58 9705 41 
59 4050 01 
59 8394 60 


1,560 2739 19 
60 7083 78 
61 1428 37 
61 5772 95 
62 0117 52 


1,562 4462 10 
62 8306 67 
63 3151 24 
63 7495 SO 
64 1840 37 


1,564 6184 93 
65 0529 48 
65 4874 03 
65 9218 58 
66 3563 13 


D. 


4344 71 


4344 71 
4344 70 
4344 70 
4344 70 
4344 69 


4314 69 
4344 69 
4344 68 
4344 68 
4344 68 


4344 67 
4344 67 
4344 67 
4344 66 
4344 66 


4344 66 
4344 65 
4344 65 
4344 65 
4344 64 


4344 64 
4344 63 
4344 63 
4544 63 
4344 63 


4344 62 
4344 62 
4344 61 
4344 61 
4344 61 


4344 60 
4344 60 
4344 60 
4344 59 
4344 59 


4344 59 
4344 59 
4344 58 
4344 58 
4344 58 


4344 57 
4344 57 
4344 57 
4344 56 
4344 56 


4344 56 
4344 55 
4344 55 
5 


log. Tang, X. 


9,999 8232 69 
9,999 8236 22 
8239 75 
8243 27 
8246 78 
8250 28 


9,999 8253 78 
8257 27 
8260 75 
8264 22 
8267 69 


9,999 8271 15 
8274 61 
8278 06 
8281 50 
8284 93 


9,999 8288 36 
8291 78 
8295 19 
8293 60 
8302 00 


9,999 3305 39 
8308 78 
8312 15 
6315 52 
8318 89 


9,999 8322 25 
8325 60 
8328 95 
8332 29 
8335 62 


9,999 8335 94 
8342 26 
8345 57 
8348 88 
8352 17 


9,999 8355 46 
8358 75 
8362 04 
8365 31 
8368 57 


9,999 8371 83 
8375 08 
8378 33 
8381 57 
8384 81 


9,999 6388 04 
8391 25 
8394 46 
8397 67 
8400 83 


D. 


353 


353 
352 
351 
3 50 
350 


3 49 
34 
3 47 
347 
3% 


346 
3% 
34 
343 
343 


342 
341 
34 
3 
3 39 


3 39 
3 37 
3 37 
337 
336 


3 35 
3 35 
3 34 
333 
332 


3 32 
331 
3 31 
3 29 
3 29 


329 
3 29 
3 27 
3 26 
3 26 


3 25 
325 
3.24 
3 24 
3 23 


321 
3 21 
3 21 
3 21 


92 
4,251 _ 
52 
53 
55 
4,256 
57 
58 
59 
60 
4,261 
62 
63 
65 
| 4,266 
67 
68 
69 
70 
4,271 
72 
73 
74 
73 
4,276 
77 
78 
| 79 
80 
| 4,281 
82 
83 
84 
85 
| 4,286 
| 87 
88 
89 
90 
4,291 
92 
93 
94 
9 
4,296 
97 
99 
1,300 


4. Gudermann, Potenzial- Functionen Tafı Il. 


log. Cof. x. 


1,566 5162 25 


1,566 9503 60 
67 3844 95 
67 8186 30 
68 2527 66 
68 6869 02 


1,569 1210 38 
69 5551 75 
69 9893 12 
70 4234 49 
70 8575 87 


1,571 2917 25 
71 7258 63 
72 1600 01 
72 5941 
73 0282 79 


1,573 4624 19 
73 8965 59 
4 3306 99 
74 7648 40 
75 1959 80 


1,575 6331 22 
76 0672 63 
76 5014 05 
"6 9355 47 
77 3696 89 


1,577 8038 32 
78 2379 75 
78 6721 18 
79 1062 61 
79 5404 05 


1,579 9745 49 
80 4086 93 
80 8428 38 
81 2769 83 
81 7111 28 


1,592 1452 74 
82 5794 19 
83 0135 65 
83 4477 12 
83 8819 59 


1,584 3160 05 
84 7501 53 
85 1843 01 
85 6184 49 
s6 0525 97 


1,586 4867 45 
86 9208 94 
87 3550 44 
87 7891 93 
88 2233 43 


D. 


4341 35 


4341 35 
4341 35 
4341 36 
4341 36 
4341 36 


4341 37 
45341 37 
4341 37 
4341 38 
4341 38 


4341 38 
4341 39 
4341 39 
4341 39 
4341 40 


4341 40 
4341 4 
4341 41 
4341 41 
4541 41 


4541 41 
4341 42 
4341 42 
4341 42 
4341 43 


4341 43 
4341 43 
4341 44 
4341 44 
4541 44 


4341 44 
4341 45 
4341 45 
4341 45 
4341 46 


4341 46 
4341 46 
4341 46 
4341 47 
45341 47 


4341 47 
4341 43 
4341 43 
4341 48 
4341 49 


4341 49 
4341 49 
4341 50 
50 


log. Ein. k. 


1,566 3563 13 


1,566 7907 67 
67 2252 21 
67 6596 75 
68 0941 29 
68 5285 82 


1,568 9630 34 
69 3974 87 
69 8319 39 
70 2663 
70 7008 42 


1,571 1352 93 
71 5097 44 
72 0041 94 
72 4386 44 
72 8730 94 


1,573 9075 44 
73 7419 93 
74 1764 42 
74 6108 
75 0453 38 


1,575 4797 86 
75 9142 34 
76 3486 82 
76 7331 29 
77 2175 75 


1,577 6520 22 
78 0864 68 
78 5209 14 
78 0553 60 
79 3898 05 


1,579 8242 50 
80 2586 95 
80 6931 39 
81 1275 83 
81 5620 27 


1,581 9964 70 
82 4309 13 
82 80653 56 
83 2997 99 
83 7342 41 


1,594 1686 83 
34 6031 24 
85 0375 66 
85 4720 07 
85 9064 47 


1,586 3408 88 
86 7753 28 
87 2097 68 
87 6442 07 
88 0736 47 


D. 


4344 54 


4344 54 
4344 54 
4344 53 
4344 53 
4344 53 


4344 52 
4344 52 
4344 52 
4344 51 
4344 51 


4344 51 
4344 50 
4344 50 
4344 50 
4344 5U 


4314 49 
4344 49 
4344 49 
4344 48 
4344 48 


4344 48 
4344 47 
4344 47 
4344 47 
4344 47 


43414 46 
4344 46 
4344 46 
4344 45 
4344 45 


4344 45 
43414 44 
4314 44 
4344 44 
4344 43 


4344 43 
4344 43 
4344 43 
4344 42 
4344 42 


4344 42 
4344 41 
4344 41 
4344 41 
4344 41 


4343 40 
24 40 
40 
4344 39 


log. Tang. k. 


9,999 8400 88 


9,999 8404 07 
8407 26 
8410 45 
8413 63 
8416 


9,999 8419 % 
8423 12 
8426 27 
8429 41 
8432 55 


9,999 8435 68 
8438 81 
8441 93 
845 
8448 15 


9,999 8451 25 
8454 34 
8457 43 
8460 51 
8463 53 


9,999 8466 65 
8469 71 
8472 77 
6475 82 
8473 86 


9,999 8481 90 
8484 93 
8487 96 
8490 99 
8194 00 


9,999 8497 01 
8500 02 
8503 01 
8506 00 
8508 99 


9,999 8511 97 
8514 94 
8517 91 
8520 87 
8523 83 


9,999 8526 78 
8529 72 
8532 65 
8535 58 
8538 51 


9,999 8541 43 
8544 34 
24 
8550 14 
0553 04 


D. 


319 


319 
3 19 
318 
317 
3 16 


3 16 
315 
314 
314 
38 


313 
3.32 
311 
311 
3 10 


3 00 
309 
308 
307 
30 


3 06 
3 06 
305 
30% 
304 


303 
30 
3 03 
301 
303 


308 
209 
29 
2 09 
2% 


2 07 
297 
2% 
2 96 
2% 


2% 
2 03 
203 
29 
29 


291 
2% 
72 


2% 


93, 


4,301 
02 
04 
05 
4,306 
07 
.08 
09 
10 
4,311 
12 
13 
14 
15 
4,316 
17 
18 
19 
20 
4,321 

| 22 
23 
24 
25 
4,326 
27 
29 
30 
4,331 
32 
33 
34 
35 
4,336 
37 
38 
39 
40 
4,341 
42 
43 
44 
45 
4,346 
47 
50 


34 


4,376 
77 
73 
79 


so 
4,351 


2 
84 
85 


4,386 
87 
83 
89 
90 


4,391 
92 
93 
94 
95 


4,396 
97 
98 
99 

4,400 


4. Gudermann, FPotenzial- Functionen Taf. U. 


log. Cof. k. 


1,583 2233 43 


1,583 6574 93 
89 0016 43 
89 5257 94 
89 9599 45 
90 3940 


1,5% 8232 47 
91 2623 99 
91 6965 51 
92 1307 02 
92 5648 55 


1,592 99% 07 
93 4331 60 
03 8673 14 
94 3014 67 
94 7356 21 


1,595 1697 76 
95 6039 30 
96 0380 85 

4722 40 
96 9063 95 


1,597 3405 51 
97 7747407 
98 2088 63 
98 6430 19 
99 0771 76 


1,599 5113 33 
99 9454 W 
1,600 3796 48 
00 8138 06 
01 2479 64 


1,601 6821 22 
02 1162 81 
02 5504 40 
02 9845 99 
03 4187 59 


1,603 8 
04 2 
04 7 

05 15 

05 589 


1,606 0237 2 
06 4575 83 
06 5920 44 
07 3262 06 
07 7603 68 


1,608 1945 30 
08 6286 93 
09 0628 56 
09 4970 19 
9311 82 


D. 


4341 50 


4341 50 
4341 51 
4341 51 
4341 51 
4341 51 


4341 52 
4341 52 
4341 52 
4341 52 
4341 53 


4341 53 
4341 53 
4341 54 
4341 54 
4341 54 


4341 55 
4341 55 
4341 55 
4341 55 
4341 56 


4341 56 
4341 56 
4341 56 
4341 57 
A34+l 57 


4341 57 
4341 58 
4341 53 
4341 58 
4341 53 


4341 59 
4341 59 
4341 59 
4341 60 
4321 60 


4341 60 
4341 60 
4541 61 
4341 61 
4341 61 


4341 61 
4341 62 
4341 62 
4341 62 
4341 62 


4341 63 
4341 63 
4341 063 
4341 63 


log. Sin. k. 


1,588 0786 47 


1,588 5130 86 
88 9475 35 
89 3819 63 
89 8164 01 
9) 2508 39 


1,590 6852 77 
91 1197 14 
91 5541 51 
91 9855 88 
92 4230 25 


1,502 8574 61 
93 2918 97 
93 7263 32 
94 1607 68 
94 5952 03 


1,595 029%6 37 
95 4640.72 
95 8985 06 
96 3329 40 
96 7673 74 


1,597 2018 07 
97 6362 40 
98 0706 73 
98 5051 06 
98 9395 38 


1,599 3739 70 
99 8084 02 
1,600 2428 33 
00 6772 65 
01 1116 % 


1,601 5461 26 
01 9805 57 
02 4149 87 
02 8494 16 
03 2338 46 


1,603 7182 75 
04 1527 04 
04 5871 33 
05 0215 61 
05 4559 59 


1,605 8904 17 
06 3248 45 
06 7592 73 
07 1937 00 
07 6281 27 


1,608 0625 53 
03 4969 80 
08 9314 06 
09 3658 32 
u9 8UU2 57 


D. 


4344 39 


4344 39 
4344 39 
4344 35 
4344 38 
4344 33 


4344 37 
4344 37 
4344 37 
45344 37 
4344 36 


4344 36 
4344 36 
4344 35 
4344 35 
4344 35 


4344 35 
4344 34 
4344 34 
4344 34 
4344 33 


4344 33 
4344 33 
4344 33 
4344 32 
4344 32 


4344 32 
4344 32 
4344 31 
4344 31 
4344 31 


4344 30 
4344 30 
4344 30 
4344 30 
4344 29 


4344 29 
4344 29 
4344 28 
4344 25 
4344 28 


4344 29 
4344 283 
4344 27 
4344 27 
4344 27 


4344 26 
4344 26 
4344 26 
434% 26 


log. Tang. k. 


9,999 8553 04 


9,999 8555 93 
8558 82 
s561 69 
8564 56 
8567 43 


9,999 8570 30 
8573 16 
8576 O1 
8578 86 
8581 70 


9,999 8584 54 
8587 37 
85W 19 
8503 01 
8595 82 


9,999 8598 62 
8601 42 
8604 21 
8607 
860) 79 


9,999 8612 56 
8615 33 
10 
8620 87 
8623 62 


9,999 8626 37 
8629 12 
8631 86 
8634 59 
863732 


9,999 8640 04 
8642 76 
8645 47 
8648 17 
8650 37 


9,999 8653 57 
8656 26 
8658 94 
8661 62 
3664 29 


9,999 8666 96 
8669 63 

8672 29 

94 

77 59 


9,999 8680 23 
8682 87 
8685 50 
13 
75 


D. 


289 


280 
287 
287 
287 
2 87 


| 
4,351 
52 
53 
54 
55 
| 4,356 
57 285 
583 2855 
59 294 
60 284 
4,361 
62 292 
63 282 
64 2 51 
63 2 
4,366 2.80 
67 279 
65 279 
| 70 277 
4,371 277 
72 277 
73 277 
74 275 
73 27% 
275 
2 74 
273 
273 
272 
| 271 
| 20 
2 70 
2 70 
918 2 60 
0 78 269 
2 39 2 68 
3.99 267 
5 60 267 
267 
2 66 
265 
265 
264 
264 
263 
263 
262 


k. 
4,400 


4,401 
02 
03 
04 
05 


log. k. 


1,609 9311 82 


1,610 3653 46 
10 7995 10 
11 2356 74 
11 6678 39 
12 1020 04 


1,612 5361 69 
12 9703 34 
13 4044 99 
13 8336 65 
14 2728 31 


1,614 7069 98 
15 1411 64 
i5 5753 31 
46 1094 98 
16 5436 65 


1,616 9778 33 
17 3120 01 
17 7461 69 
18 1803 37 
18 6145 06 


1,619 0486 74 
19 4523 44 
917 13 
20 3511 83 
20 7853 52 


1,623 2195 23 
21 6536 93 
22 0873 6+ 
22 5220 3% 
22 9502 05 


1,623 3903 77 
23 8245 48 
24 2537 0 
24 6928 92 
25 1270 64 


1,625 5612 37 
25 9954 10 
26 4295 83 
26 8637 56 
27 2979 29 


1,627 7321 03 
28 1662 77 
28 6004 51 
29 0346 26 
29 4688 01 


1,629 9029 75 
30 3371 51 
30 7713 26 
31 2055 02 
31 6396 78 


D. 


4341 61 


4341 64 
4341 64 
4341 65 
4341 65 
4341 65 


4341 65 
4341 66 
4341 66 
4341 66 
4341 67 


4341 66 
4341 67 
4341 67 
4341 67 
4341 68 


4341 68 
4341 68 
4341 63 
4341 69 
4341 69 


4341 69 
4341 69 
4341 70 
4341 70 
4341 70 


4341 70 
4341 71 
4341 71 
4341 71 
4341 71 


4341 72 
4341 72 
4341 72 
4341 72 
4341 73 


4341 73 
4341 73 
4341 73 
4341 74 
4341 74 


4341 74 
4341 74 
4341 74 
4341 75 
4341 75 


4341 75 
4341 75 
4341 76 
4341 76 


log. Ein, k. 


1,609 8002 57 
1,610 2346 83 
10 6691 08 
11 1035 32 
11 5379 57 
11 9723 81 


1,612 4068 05 
12 8412 29 
13 2756 52 
13 7100 75 
14 1444 98 


1,614 5789 21 
15 0133 44 
15 4477 66 
15 8321 88 
16 3166 09 


1,616 7510 31 
17 1854 52 
17 6198 73 
18 0542 9 
18 4837 14 


1,618 9231 34 
19 3575 54 
19 7919 74 
20 2263 93 
20 6608 12 


1,621 0952 31 
21 5296 50 
21 9640 68 
22 3984 86 
22 8329 04 


1,623 2673 22 
23 7017 40 
24 1361 57 
24 5705 74 
25 0049 90 


1,625 4392 07 
25 8738 23 
26 3082 39 
26 7426 55 
27 1770 70 


1,627 6114 S6 
28 0459 01 
28 4803 15 
28 9147 30 
29 3491 44 


1,629 7835 58 
30 2179 72 
30 6523 86 
31 0867 99 
31 5212 42 


D. 


4344 25 


4344 25 
4344 24 
4344 25 
4344 24 
4344 24 


4344 24 
4344 23 
4344 23 
4344 23 
4344 23 


4344 23 
4344 22 
4344 22 
4344 21 
4344 22 


4344 21 
4344 21 
4344 21 
4344 20 
4344 20 


4344 20 
4344 20 
4344 19 
4344 19 
4344 19 


4344 19 
4344 18 
4344 18 
4344 18 
4344 18 


4344 18 
4344 17 
4344 17 
4344 16 
4344 17 


4544 16 
4344 16 
4344 16 
4344 16 
4344 16 


4344 15 
4344 14 
4344 15 
4344 14 
4344 14 


4344 14 
4344 14 
4344 13 
4344 13 


4. Gudermann, Potenzial-Functionen Taf. II. 


log. Tang. k. 


9,999 860 75 
9,999 8693 37 
8695 98 
8698 58 
18 
8703 77 


9,999 8706 36 
8708 95 
8711 53 
8714 10 
8716 67 


9,999 8719 23 
8721 80 
8724 35 
8726 
8729 44 


9,999 8731 98 
8734 51 
8737 04 
8739 57 
8742 U8 


9,999 8744 60 
8747 10 
8749 61 
8752 10 
8754 60 


9,999 8757 08 
8759 57 
8762 04 
8764 52 
8766 99 


9,999 3769 45 
8771 92 

8774 37 

776 82 

8779 26 


9,999 8781 70 
8784 13 
8786 56 
8788 99 
8791 41 


9,999 8793 83 
8796 24 
8798 64 
8301 04 
8803 43 


9,999 8805 83 
8808 21 
8810 60 
8812 97 
8815 34 


D. 


95 


| 

261 

260 

2 59 

259 

259 

4,406 259 

07 258 

08 2 57 

09 257 

10 2 56 
4,411 2 57 
12 255 

13 255 

14 254 

15 254 
4,416 2 53 
17 253 

13 253 

19 251 

20 2 52 
4,421 2 50 
22 2 50 
23 249 

| 24 2 50 
25 2 48 
4,426 249 
27 249 
28 248 
29 247 
30 247 
4,431 247 
32 245 
33 285 
34 24 
35 24 
4,436 243 
37 243 
38 243 
39 242 
40 24 
4,441 241 
42 20 
43 29 
45 24 
4,446 2 38 
47 2 39 
48 2 37 
49 237 

50 


4, Gudermann, Potenzial -Functionen Taf. IL, 


log. k. 


1,631 6300 78 


1,632 0738 54 
32 5080 30 
32 9422 07 
33 3763 34 
33 8105 Öl 


1,634 2447 38 
34 6789 16 
35 1130 93 
35 5472 72 
53 0814 50 


1,636 4156 28 
36 8498 ‚07 
37 2839 56 
37 7181 65 
38 1523 45 


1,638 5865 25 
39 0207 04 
39 4548 86 
39 8890 65 
40 3232 45 


1,640 7574 26 
41 1916 07 
41 6257 88 
42 0599 70 
42 494151 


1,642 9283 33 
43 3625 15 
43 7966 98 
44 2308 80 
44 6650 63 


1,645 0992 46 
45 5334 30 
45 9676 13 
46 4017 97 
46 8359 81 


1,647 2701 65 
47 7043 49 
48 1385 34 
48 5727 19 
49 0069 04 


1,649 4410 89 
49 8752 74 
50 3094 60 
50 7436 46 
51 1778 32 


1,651 6120 18 
52 0462 05 
52 4803 91 
52 9145 79 
53 3487 66 


D. 


4341 76 


4341 76 
4341 77 
4541 77 
4341 77 
4341 77 


43411 73 
4341 78 
4341 78 
4341 78 
4341 79 


4341 79 
4341 79 
4341 79 
4341 79 
4341 SU 


4341 80 
4341 80 
4341 SU 
#341 81 
4341 


4341 81 
#341 81 
4341 51 
4341 52 
4341 82 


4341 82 
43411 52 
4341 83 
4341 83 
4341 83 


4341 83 
4341 34 
4341 84 
4341 84 
4341 84 


4341 84 
4341 85 
4341 85 
4341 85 
4341 85 


4341 85 
4341 86 
4341 86 
4341 86 
4341 86 


4341 87 
4341 87 
4341 87 
4341 87 


log. Sin, k. 


1,631 5212 12 


1,631 9556 25 
32 3900 38 
32 8244 50 
33 2588 62 
33 6932 74 


1,634 1276 86 
34 5620 97 
34 9965 08 
35 4309 19 
35 8653 30 


1,636 2997 40 
36 7341 50 
37 1685 60 
37 6029 70 
38 0373 80 


1,638 4717 89 
33 9061 08 
39 3406 07 
39 7750 16 
40 2094 24 


1,640 6433 32 
41 0782 40 
41 5126 48 
41 9470 55 
42 3814 63 


1,642 8158 70 
43 2502 77 
43 6846 83 
44 1190 90 
44 5534 96 


1,644 9879 02 
45 4223 08 
45 8567 13 
46 2911 19 
46 7255 24 


1,647 1599 29 
47 5943 33 
48 0237 38 
48 4631 42 
48 8975 46 


1,649 3319 49 
49 7663 53 
50 2007 56 
50 6351 59 
51 0695 62 


1,651 5039 65 
51 9383 67 
52 3727 69 
52 8071 72 
53 2415 73 


D. 


4344 13 


4344 13 
4344 12 
4344 12 
4344 12 
4344 12 


4344 11 
4344 11 
4344 il 
4344 11 
4344 10 


4344 10 
4344 10 
4344 10 
4344 10 
4344 10 


43414 WU 
4344 09 
4344 09 
4344 08 
4344 08 


4344 08 
4344 08 
4344 07 
4344 08 
4344 07 


4344 07 
4344 06 
4344 07 
4344 06 
4544 00 


4344 06 
4344 05 
4344 06 
4344 
4344 05 


4344 04 
4344 05 
4344 04 
4344 04 
4344 03 


4344 04 
4344 03 
4344 03 
4344 03 
4344 03 


4344 02 
4344 02 
4344 02 
4344 02 


(Die Fortsetzung folgt. ) 


log. ang. 


9,999 8815 3% 


9,099 8817 71 
8320 U8 
8822 43 
8824 78 
8827 13 


9,909 8829 48 
88331 SL 
8834 15 
8836 47 
8338 SU 


9,909 8841 12 
8343 43 
8545 74 
8848 05 
8850 35 


9,99 8822 64 
8854 94 
3857 22 
8859 51 
8361 79 


9,999 8864 06 
8366 33 
8868 
8370 86 
8873 12 


9,999 8875 37 
8877 62 
8879 86 
8882 10 
8984 33 


9,999 8886 56 
88538 78 
8891 00 
8593 22 
8895 43 


9,999 8897 64 
8399 84 
8902 04 
23 
SW6 42 


9,999 8908 60 
8910 79 
8912 96 
8915 13 
8917 30 


9,999 8919 47 
8921 62 
8923 79 
8925 93 
8928 07 


D. 
2 37 
2 37 
235 
2 35 
2 35 
2 35 


2 33 
2 34 
2 34 
2 32 
2 33 


2 31 
2 31 
2 31 
2 30 
2 29 


2 
2 28 
2 29 
2 28 
2 27 


227 
2 27 
2 26 
2 26 
2 25 


2 25 
2 24 
2 24 
2 23 
2 23 


2 22 
2 22 
2 22 
2 21 
2 21 


2 20 
2 20 
219 
2 19 
218 


249 
217 
217 
217 
217 


215 
216 
215 
214 


| 96 
4,451 
| 53 
54 
| 55 
| 4,456 
57 
58 
59 
60 
| 4,461 
62 
| 63 
Ä 64 
65 
4,466 
67 
| 68 
69 
70 
4,471 
| 72 
| 73 
| 74 
75 
| 4,476 
| 77 
78 
79 
so 
4,481 
82 
83 
84 
85 
4,486 
87 
88 
89 
90 
4,491 
92 
93 
| 94 
95 
4,496 
97 
98 
99 
4,500 
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Bemerkungen zur höhern Ärithmetik. 
in Folge eines Aufsatzes des Herrn Th. Clausen im 2. Hefte des 
8. Bandes d. Journ. S. 140. 


(Von Herrn Dr. Stern zu Göttingen. ) 


Wenn p eine in der Form 62 +1 enthaltene Primzahl ist, so hat die 
Congruenz (mod. p) immer zwei Wurzeln, die Einheit nicht mit- 
gerechnet. Nennt man die eine Wurzel f, so dafs =1 (mod. p) ist, so 
findet man die andere f' durch die Congruenz f'=f’ (mod. p). Die Wur- 


zei f! kann auch durch die Congruenz 1-f+f’=0 rg p) bestimmt 


werden, aus welcher f'= —(1+f) folgt. Da ferner J ist, so hat 
man f'= 5 Wie Herr Clausen bemerkt, kaun immer, wofern 2 ein 


kubischer Nichtrest ist, eine Wurzel der Congruenz x’ = 1 (mod. p) durch 


die Formel gefunden werden. Daher erhält 


man in diesem Falle die andere Wurzel durch die Formel 
(n+1)(n#2) ..... 
Setzt man p=c+32’ und so wie bekannt: 
2n+1)(2n +2 
und zwar muls das obere oder untere Zeichen genommen werden, je 
nachdem g entweder in der Form 32-2 oder in der Form 3m +1 
enthalten ist. Statt dieser Formei kann man auch 
2n-+1)(2n--2 3n)]? 
9, +g + .(37)] 
schreiben. Ist nun 2 ein kubischer Rest, so hat man g =?2a und zugleich 
2r-+1). Ir folglich kann in die- 
sem Falle @ direct bestimmt werden, und zwar er man 
3. +20 
wo das positive oder negative Zeichen genommen werden muls, je nach- 
dem in der Form 32 +1 oder enthalten ist. Die Formel (3.) 
Crelle's Journal d, M. Bd. IX. Hit. 1. 13 
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gilt aber nicht blos in dem besonderen Falle, sondern auch, wenn ? ein 
kubischer Nichtrest ist, und man hat ganz allgemein = 77”. g (mod.p), 
und zwar muls das negative Zeichen genommen werden, wenn e und 2 
beide in der Form 3 +1 oder in der Form 32 +2 enthalten sind, und 
das positive, wenn a in der einen, £ in der andern Form enthalten ist. 

Aus der Congruenz I+f+f=0 folgt (1+2f? =—3. Nun ist 
0%, folglich «= +(1+2f)b oder A+2f)a=+3b. 
Ist daher ? ein kubischer Nichtrest, so kann auch 5 direct bestimmt wer- 
den; nur entsteht die Zweideutigkeit, ob das positive oder negative Zei- 
chen genommen werden mufs. Eine ähnliche Zweideutigkeit bat schon 
Gauls bemerkt (Comment. de resid. biguadr.). 

Au folge oder = 
also ist I+-2f)g = +9h, und es kann daher auch A direct bestimmt 
werden, wenn % ein kubischer Nichtrest ist, wie schon Herr Glausen 
bemerkt hat, nur darf man nicht vergessen, dafs auch hier eine Zweideu- 
tigkeit wegen des Zeichens entsteht. 

Herr Clausen bemerkt ferner, dals g immer ein kubischer Rest 
ist. Hieraus folgt, dals auch 7 immer ein solcher ist. Da nın g=2?e ist, 
so mufs auch a ein kubischer Rest sein, sobald 2 ein solcher ist. In die- 
sem Falle ist = «+27 m’, also auch 2 ein kubischer Rest. Aus der 
Formel 2e=+?7%.g folgt, dals überhaupt @ ein kubischer Rest oder Nicht- 
rest ist, je nachdem 2°” das eine oder das andere ist, 
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6. 


De theoremate Abeliano observatio. 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom. ) 


Demonstravit Cl. Abel (Vol. IH. p. 313. sqg.), designantibus U, Y, 4. 5 


functiones integras variabilis x, atque integrale Yan = Ile), 


radices aequationis algebraicae tales ut summ« 
+1Il(r), ad omnes illas radices extensa, a co@ffieientibus funetionum . 


7 omnino non pendeat; . theorema etiam ad casum generaliorem ex- 
Sdr 


tendit, quo Il(x) = IV a 75) designantibus S, Z et ipsis functiones 


quaslibet integras variabilis x. @uippe quo casıu demonstravit, summanı 
generaliter expression algebraicae et logarithmicae eo@fhieientium ' 
iunetionum U, 7 aequalem Tore. "Signa + singulis in summa as- 
signata praefigenda eadem esse debent” atdtıe valorum expressionis 
Observo, theorema facile extendi ad casum, quo aequatio De in 
AUU 42BUV + C/F=0, designantibus rursus B, 8, 7, U, 
x 4 
iumetiones integras, atque integrale Ouo 
vası, siquidem ponitur x—c, ad quem casum generalior facile re- 
vocatur. theorema Abelianum ita audit. 
Theorema. „Sint 4, B, U, {unctiones integrae variabilis 


x, ponatur BB— atque integrale = 


radices aequationis algebraicae AJUU +2 BUFHCFV/ tales erumt, ut 

summa ad. omnes eius radices extensa, sit ÖO+r—L, designante 
quantitatem a coeilicientibus funetionum U, independentem: 
2) functionem algebraicam co@flicientium U, F, aequalem 


co@flicienti termini — in evolutione expressionis 


V(ex) 
VEN, 
evolutione secundunı dignitates descendentes ipsius x ınstituta: 
3) ZL valorem expressionis 
5 


‚AU+BY+VV (ga) 
(px) ’ 


posito 


Signa +, quae in summa assignata Il(x) praefi- 


senda sunt, eadem sunt atque valorum expressionis 


Posito 5b=0, hoc theorema in Abelianum abit; RE Sl. 


persedeo, cum pro utroque eadem sit. 
Regiomonti, 14. Maii 1832. 
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7. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


(Auct. Dr. €, J. D. Hill, Lond. Goth.) 


Theoremata. 


A equatio unaquaeque cubica ad solubiles, quas propo*» 


suit cel, Abel, pertinet. Data enim aequatione „’=3#y +2P, po- 
invenietur, calculis rite subductis, haec radix „=fy, =ffy =fy ; item- 
qeyp=fy=f'y=y. Aegsationis radices sunt igitur y, fy, f’y, eXsi- 
stente f?y=y. Inde et consequitur, cum radix y, sub forma e-+@,y-e,, y’ 
exprimi potest, funetionem quamceunque radiecis alterius y rationalem, dum- 
modo haec tribus subjiciatur conditionibus, alteram dare radicem y,. 

2. Cum ita de radieibus cubieis docuimus, alteram per alteram non 
modo rationaliter sed et per ejusmodi functionem exprimi, quae ter ite- 
rata hanc ipsam radıcem reddet: quaeritur, numne simile quid de radi- 
eibus aequationum aliquot superiorum vel saltem biquadraticae, cum et hacc 
solubilis sit, doceri possit ? 


its y= 


Problemata. 


3. Exsistentibus x et x, radicibus aequationis 3%, 4" vel n" gradus, 
functionem irrationalem invenire ejusmodi, ut x, —=Rx, atque sit. 

4. Aequationem 5" gradus in aliam mutare, cui tantummodo uni- 
cus coefficiens arbitrarius insit. 

5. Functionem dati ordinis rationalem (B) invenire, quae aliquo- 
ties iterata ipsam radicem reddet, h. e. ejusmodi, ut R’x= = x sit, exsistente 
exponente iterationis 2 numero integro, KR(R'x) 

6. Quaeritur functio (fx), quae indefinite iterata formam ad expo- 


9,5 9,,, funetionibus ipsius simul determinandis. 

7. Data functione (g), quaeritur alia (9) talis, ut (ga) =Pr-+i 
sit; seu quaeritur funetio, cujus differentia, pro incremento argumenti 
= x, constaus Sit. 

8, Datis functionibus f et qubusvis, quaeritur duplicis argu- 

9. Functionem, quae datae cujuscunque indefinities iterata est, se- 
cundum itorationis exponentem differentiare. 


nentem datam, (ex gr. fm ) recipiat, exsistentibus p, p,,?,, ; 
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(Von Herrn Prof. Gudermann zu Lleve.) 


Lehrsätze und Aufgaben. 

10. Zu einem sphärischen Dreiecke A gehören immer drei Neben- 
dreiecke A’, A’, A’, welche mit ihm zusammengenommen die halbe 
Kugelfläche ausmachen; die Radien der um diese Dreiecke geschriebene: 
Kreise mögen R, RK’, R’, R‘, und die Radien der in sie geschriebenen 
Kreise r, r‘, r’, r‘'' sein. Unter diesen acht Radien finden nun mehrere 
Relationen statt, wovon die bemerkenswerthesten die folgenden sind: 

Setzt man &=tangR’, B=tangR”, y=tangR’’, $=tangR, und 

e' = cootgr', P'=cotgr”, y'=cotgr‘', cotgr, so ist 
= 
Werden also «, 2, y als bekannt, und Ö als unbekannt angesehen, so ist 


ö eine Wurzel dieser Gleichung des fünften Grades. Welche sind die übri- 
sen Wurzeln derselben ? 


I. Wenn aus «, ß, y die Größe ö bestimmt ist, so finden sich «‘, 
2, Y, nach den Formeln: 


Ill. Wenn drei von den vier Grölßsen «‘, gegeben sind, 
so dient zur Findung der vierten die Gleichung 5ten Grades: 
Welche sind die vier übrigen Wurzeln dieser Gleichung ? 
IV. Die vier übrigen Gröfsen finden sich dann nach den Formeln: 


Eine Folge hiervon ist, dafs nn 

| 

Überhaupt können aus drei von den acht Gröfsen z, ß, y 0, «. 
ß’, Y', 0° die fünf übrigen, wie auch die Seiten und Winkel, Inhalt un« 


Umfang der Dreiecke A, A’, A’, A’ zum Theil nach sehr einfacher 
Xormeln berechnet werden. Nach welchen ? 


Wenn «=ß=y ist, so reducirt sich die Gleichung fünften Gra- 
des zur Findung von ö leicht auf eine Gleichung zweiten Grades.  Das- 
selbe findet Statt, wenn «= P'=y’ gesetzt wird. 
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li. Wenn die innern Winkel eines vollständigen sphärischen Vier- 
ecks /BCDEF (Tal. 1. Fig. 1.) mit den Buchstaben ihrer Scheitel 4, B, 
GC. D, E, F bezeichnet, uni durch EG und GF die Nebenwinkel von E 
und F halbirt werden, so ist immer 


cos 4+ cosB-+ cosC + cosD —= 4sin sin 5 G. 


Ferner hat man cos E cos cos ÄAcosP = sinC snD cos und ähnliche 
Formeln hat man in Bezug auf die beiden andern Diagonalen #B und Er, 

Die beiden aufgestellten Formeln gelten auch in der Planimetrie, 
wenn nur in der zweiten 1 für cosUD gesetzt wird. Die reeiproken 
Sitze hierzu sind bekannt. 

12. Wenn drei von einem Puncte P (Fig. 2.) ausgehende Bogen 
von Hauptkreisen von einem vierten in 4, b, C geschnitten, und in ihnen 
drei andere Puncte @, ce angenommen werden, so liegea «iese eben- 
falls in einem Hauptkreise, wenn ist: 


sin Bb sin da 

sın AU nbC am Ab, oder 
snPB. sumPA . sin 


Die analogen Formeln der Planimetrie sind 


13. Wenn von drei Puneten 4, BD, C eines Hauptkreises (Fig. 3.) 
drei Bogen AP, BP, CP von Hauptkreisen sezogen werden, welche sich 
mn P se hneiden, Mh man von denselben drei Pımcten noch drei eben 
solche Bogen 40, BO, EB in anderen Richtungen zieht, so gehen auch 
sie dureh Einen "Punct (), wenn ist: 


sin PBO __ $in PAO sin PCO 

sin sin OBX sin dPC sin BPC+ sin JPB, oder 
sin PBA Sin PAA sin PÜX 
tangOBN sin APC= sinBPC+ tangOCK sin 


Diese beiden Formeln gelten wnverändert auch in der Planimetrie. wenn 
sur serade Linien statt der Halbkreise genommen werden. 

14. Werden von zwei Puneten HM und /V eines Hauptkreises (Fig. 4.) 
die Berührungslinien M4, MB, NC, ND an einen Kreis auf der Kugel 
vezogen, SO ist immer 


tang —— 5 tang-;- tang -tang 


Dasselbe Theorem gilt in der Ebene des Krelien, wenn MN, MA, MB, 
NO. ND gerade Linien sind, wovon die vier letzten den Kreis berühren. 
Es wird ein elementarer Beweis dieser beiden Sätze verlangt. 


( Von einem Ungenannten. ) 
Lehrsätze und Aufgaben. 
15. Dreht sich ein rechter Winkel in der Ebene eine Kreises unı 
seinen festen Scheitelpunct, so ist der Ort der Mitte der Sehne, zwi- 
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schen seinen Schenkeln, ein zweiter Kreis, dessen Mittelpunet in der Mitte 
zwischen dem Mittelpuncte des ersten Kreises und jenem festen Puncte liegt. 


16. Bei der Ellipse ist das Rechteck unter den beiden Leitstrah- 

len, die nach irgend einem Puncte derselben gezogen werden, gleich dem 

uadrate des halben Durchmessers, welcher mit der Tangente in jenem 
Puncte parallel ist. Findet dieser Satz auch bei der Hy perbel statt ? 


(Von dem Herrn Vermessungs-Revisor Nernst zu Stralsund.) 


Lehrsatz. 
17. Ein Ausdruck der Tangente durch eine Reihe der Potenzen 
ihrer Logarithmen ist: 
tangx = 


logstangx 1! 3! 


logtangx 3.342, 4.1143! 
log? ) + 4'194 + 5125 +... 


ogtanga\ 1 


4.6+3.3+?! | 


+ 


togtanga\’f 1 4434241 , 5.1044.6+3.3+2! , 6.85+5. 
log? ) 0128 Bi | 
„544434241 6 | 


Es ist 15 +5. 10+4 643, woraus die Fort- 
schreitungs- Art dieser Reihen zu erkennen. 
Für tangc =? ist die Summe der eingeklammerten Reihen = 1, 


( Von Anderen. ) 


Aufgaben. 


18. Der körperliche Inhalt eines abgekürzten Kegels, dessen Grund- 
flächen senkrecht auf der Axe stehen und, gleich allen übrigen auf die 
Axe senkrechten Querschnitten, Kreise sind, ist gegeben. Man sucht den 
Durchmesser der Grundflächen und die Höhe des Kegels für den Fall, 
wenn die Oberfläche des Kegels, sowohl mit Einschlufs der beiden Grund- 
flächen, als mit Ausschlufs einer von ihnen, die möglich kleinste ist. 


19. Die Erfahrung zeigt, dals auf einem zweirädrigen, oder auch 
vierrädrigen Wagen, eine und dieselbe Last auf gewöhnlichem, unebenem, 
aber festem, und im Ganzen horizontalem Boden, mit um so geringerer Zug- 
kraft fortbewegt wird, je näher der Schwerpunct der Last dem Boden 
liegt, auf welchem die Räder des Wagens fortrollen. Wie ist diese Er- 
fahrung mathematisch zu erklären ? 


20. Der Durchschnitt eines Gefülses mit der Ebene der Oberfläche 
der Flüssigkeit, worin es schwimmt, sei erstlich eine Ellips» und »wei- 
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tens eine von zwei gleichen Kreisbogen eingeschlossene Figur. Welche 
Gestalt mu[s übrigens der eingetauchte Theil des Gefälses haben, damit 
es ınit derselben Oberfläche des eingetauchten Theils die möglichst gröfste 
Last trage, und zwar letztere erstlich mit Einschluls des Gewichts des Ge- 
fülses, und zweitens mit Ausschluls dieses Gewichts gerechnet, von wel- 
chem angenommen wird, dals dasselbe für den eingetauchten Theil das 
‚nfache der Oberfläche und das zfache des Volumens betrage, für den 
über Wasser befindlichen Theil aber constant sei. 


21. Den Punet kleinster Entfernung für beliebige gegebene Puucte 
im Raume, die nicht in einer und derselben Ebene liegen, zu ündeı;, 
d.h. denjenigen Punct, von dessen Entfernungen von den gegebenen Punc- 
ten im Raume die Summe ein Minimum ist. Der Punct kleinster Ent- 
fernung für gegebene Puncte in einer und derselben Ebene hat die Eigen- 
schaft, dals er für alie Puncte, die in geraden Linien durch ihn und die 
gegebenen Puncte liegen, und die gleichweit von ihm entfernt sind, der 
Mittelpunet der Entfernungen, d.h. derjenige Punct ist, in welchem 
sich zwei auf einander senkrechte Axen schneiden, die so liegen, dafs 
die algebraische Summe der Entfernungen jener Puncte von ihnen Null 
ist. (Lehrbuch der Geometrie des Herausgebers S. 189. und 193.) 


22. Den Flächeninhait einer von geraden Linien umschlossenen 
Figur aus den Perpendikeln aus einem beliebigen Puncte auf ihre Seiten, 
und aus den Winkelu zwischen diesen Perpendikeln zu finden. 


23. Zu untersuchen, ob ein beliebiges Poly&@der durch die Lage 
und Länge der Perpendikel aus einem und demselben Puncte auf die Sei- 
ten-Ebenen des Körpers unvollständig oder vollständig oder übervollstin- 
dig bestimmt werde; und im zweiten Falle: aus den gegebenen Stücken 
den körperlichen Inhalt des Poly@ders zu finden. 


a 
24. Durch Zoe, etc. 
x 


auszudrücken. 


25. Wenn y=fx eine gegebene Function von x ist, und x, ist 
einer der Werihe von x, für welchen y den grölsten oder kleinsten Wertlhh 
y, bat, so giebt bekanntlich die Gleichung dy = 0 jenen Werth x, von x, 
und eliminirt man x, zwischen den Gleichungen ö&y,=0 und y„=fx,, 
so findet man eine Gleichung, welche nur y, enthält und also y, bestimmt. 
Wie aber liefse sich wohl die Elimination vermeiden, und die Gleichung, 
welche y, bestimmt, direct aus y=/f:x finden? 


db, 
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Über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen. 
(Von Herrn 4. F. Möbius, Professor zu Leipzig. ) 


Das beruhmte Problem der Umkehrung der Reihen besteht bekanntlich 
darin, dafs, wenn eine Function einer Gröfse durch eine nach Potenzen 
der Grölse fortlaufende Reihe gegeben ist, man umgekehrt die Gröfse 
selbst, oder auch irgend eine andere Function derselben, durch eine nach 
Potenzen jener Function fortschreitende Reihe ausgedrückt verlangt. Man 
weils, dals es keines geringen analytischen Scharfsinnes bedurfte, um das 
Gesetz, nach welchem die Coeffisienten der zweiten Reihe von denen der 
ersteren abhängen, aufzufinden. Ungleich einfacher zu lösen ist folgende 
Aufgabe. 

Sei eine Function fx einer Größe x durch eine nach den Poten- 
zen von x geordnete Reihe gegeben: 

l. fe = ur +, .... 

Man soll x durch eine, nicht nach den Potenzen der Function /x, 
sondern nach den Functionen f der Potenzen von x fortgehende Reihe 
darstellen: 

Wiewohl diese Aufgabe weder hinsichtlich der Schwierigkeit ihrer 
Lösung, noch hinsichtlich ihres Nutzens mit dem erst erwähnten eigent- 
lichen Problem der Umkehrung der Reihen in Vergleich gestellt werden 
kann, indem aus dem Werthe von fx noch nicht die Werthe von f(x°), 
f(&)y...., also auch noch nicht x nach der Formel (2.) sich berechnen 
lassen, und daher der eigentliche Zweck des Reversionsproblems hierbei 
unerfüllt bleibt, so wird uns doch die Lösung dieser neuen Aufgabe zu 
mehreren, für die Theorie der Reihen sowohl, als für die Gombinations- 
lehre, nicht ganz unwichtigen Resultaten führen. 

Die Hauptforderung unseres Problems ist: die CGoefhicienten b,, 6,, 
bis... der Reihe {2.), als Functionen der Coeflicienten @,, @,, 
der Reihe (1.) auszudrücken; und dies geschieht durch folgende ganz leichte 
Rechnung. Aus (1.) flielst: 
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fe) = +0,20” +.... 
Sa) = +...» 
fe) = +... 
= ax + 4... 
u. 


Substituirt man diese Werthe von f(x°), f(x’), .... und von fx aus (l.) 


selbst in die Gleichung (2.), so kommt: 


+4, b; 
+eb 


Das Fortgangsgesetz der Coäfficienten dieser Reihe liegt am Tage. 
Ist nemlich der Coöffieient von x” zu bestimmen, so zerlege man die Zahl 
rn auf alle möglichen Arten in zwei ganze positive Factoren. Jedes die- 
ser Produete giebt dann ein Glied des gesuchten Coefficienten, indem man 
die zwei Factoren des Products als Indices der in einander zu multiplici- 


renden @ und 5 nimmt. 
Da die zuletzt erhaltene Gleichung für jeden Werth von x beste- 


hen mufs, so haben wir: 
el, 
ab, 
ab, tab, =(, 
3. (sb, + 0b, = 0, 
+ a,b; 0, 
u. W 
wodurch sich jedes 5 mit Hülfe der vorhergehenden 5 berechnen lälst. 
Um hieraus die einzelnen 5 unabhängig von einander zu finden, 


setze man gröfserer Einfachheit willen «= 1, und es kommt: 


b, 
b; 
b, = — 0,0%, 
4. b, = —l;; 
= — 1, 0,0, + 0,0, 
bs — (ij +0,09, + — 


Us Se We 
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Schon aus diesen wenigen Entwickelungen ist hinreichend abzu- 
nehmen, wie auch die Werthe der folgenden 5 aus @,, @,, »... zusam- 
mengesetzt sein werden. Man zerlege nemlich den Index 7 von 6, aul 
alle mögliche Arten in Kactoren, indem man rn selbst als höchsten Fac- 
tor mitnimmt, die Einheit aber weglälst, und auch je zwei Zerlegungen, 
die sich nur durch die Folge ihrer Factoren unterscheiden, als zwei ver- 
schiedene betrachtet; oder wie man sich auch in der Sprache der Com- 
binationslehre kurz ausdrücken kann: Man bilde alle Variationen 
mit Wiederholungen zum Produet rn. Aus jeder dieser Variatio- 
nen ergiebt sich dann ein Glied in dem Werthe von 2, dadurch, dafs man 
die Elemente der Variation zu den Indices von @ nimmt, und dieses Glied 
erhält das positive oder negative Zeichen, je nachdem die Anzahl seiner 
Elemente gerade oder ungerade ist. 


So sind z. B. alle Variationen zum Produet 12: 


2, 
und daher 


= — 0, + 20,0, — 30,0,0,;. 


Die allgemeine Richtigkeit dieses Gesetzes Nlielst aus den recurri- 
venden Formeln (3.) so leicht, dafs es übertlüssig sein würde, uns bei dem 
Beweise desselben aufzuhalten, 


Dieselben Relationen zwischen den Coeflieienten @ und 5 würden 
übrigens auch dann erhalten worden sein, wenn man, so wie (1.) und (4.). 
auf gleiche Art die allgemeineren Gleichungen 

Se = «Fa 

Fre +»... 
mit einander verglichen hätte. Finden daher zwischen den « und den 4 
die Relationen (3.) statt, so ist von diesen zwei Gleichungen die zweite 
eine Folge der ersten, und die erste eine Folge der zweiten, was auch 
im erstern Falle F x, und im letzteren fx, für eine Function von x sein mag. 


Die Relationen (3.) bestehen, wie man leicht wahrnimmt, auch 
dann noch, wenn man 
substituirt, wo z eine beliebige positive oder negative, ganze oder ge- 
brochene Zahl sein kann. Wenn daher 
14 * 
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| = +3”a,F(x) + ...., so ist auch 
und umgekehrt. 

Von noch grölserer Allgemeinheit, als diese, sind folgende zwei zu- 
sammengehörige Gleichungen: 

fe) 

In ihnen können die Coeffhicienten »..., deren Indices 
Primzahlen sind, nach Belieben bestimmt werden. Ein Coöfficient c, des- 
sen Index eine zusammengesetzte Zahl ist, mufs dann gleich genommen 
werden dem Product aus den Coefficienten c, deren Indices die einfachen 
Factoren jener zusammengesetzten Zahl sind; also = etc. 
Die zwischen den «@ und den 5 erforderlichen Relationen sind dieselben, 
wie vorhin. 

Um jetzt von dieser neuen Art der Reihen-Umkehrung ein sehr 
einfaches Beispiel zu geben, wollen wir 

=... =1 
setzen, also nach (1.) 
Je = x und daher fx = 


Mit diesen Werthen von @ wird aber nach (4.): 
b6=—1, 5 =—1, b=0, 


u.8. w., und daher nach (2.): 


x 
1—x 


1 x” x? x 
1— x? 1— x° 1— x” 1— 


Man wird es gewils sehr auffallend finden, dafs die Coefhicienten 
dieser Reihe, auch wenn man sie noch weiter fortsetzt, keine andern als 
1, 0 und —1 sind. Der Grund dieses merkwürdigen Ergebnisses, und 
das Gesetz, nach welchem die Coöfficienten 1, O und —1 mit einander 
abwechseln, wird sich am leichtesten mit Hülfe der recurrirenden For- 
meln (3.) entdecken lassen. Indem wir darin @,, 
und nüchstdem, der ersten dieser Formeln zufolge, auch 5, =1 setzen, 
werden sie: 

1+3,=0, 1+5,=0, 1+5,+5,=0, 1+Ö,==0, 
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so dafs überhaupt, wenn &, ß, ‘y 0, »... alle von einander verschiedenen 
Factoren von 2 sind, man zur Bestimmung von d,, die Gleichung 
+b,+....+0, = 0 
hat. Hieraus ist nun 
1) ohne weiteres ersichtlich, dals, wenn 2 eine Primzahl bedeutet, 


0, und daher = —1 ist. Sei 
2) m ein Product aus zwei einander nicht gleichen Primzahlen & und £, 
und habe also blofs & und ß zu Factoren, so gilt für 5,,; die Gleichung: 


+2; 0, 


1 + b. + b; + 
Es ist aber von den zwei Factoren 142, und 1-+2,, in welche 
sich die linke Seite dieser Gleichung auflösen läßst, nach 1) jeder für sich 


=0, folglich 


mithin 


= 

Von einer Zahl, welche ein Product aus drei verschiedenen Prini- 
zahlen «, ß, y ist, erhält man sämmtliche Factoren durch Entwickelung 
des Products (1+«)(1+£ß)(1+Y), und es ist daher 

1+ + ba + b, + bs + ba, + Daßy =(. 
Setzt man darin, der Formel (e.) zufolge, statt ba, d;, resp. b..b;, 
b..b,, Da3.d,, so kann man die Gleichung auch so schreiben: 
und da jeder der drei Factoren der linken Seite dieser Gleichung = 0 


ist, so hat man 


Hiermit läfst sich auf ganz ähnliche Art zeigen, dals, wenn ö eine 

vierte von &, ß, y verschiedene Primzahl ist, 
(c.) 
u. 8. Nun ist, nach 1), =b;=Öb,= etc. =—1, und daher 

und so fort abwechselnd. Wenn demnach 2 das Product aus mehreren 
einander nicht gleichen Primzahlen ist, so ist 4, = +1, und zwar + bei 
einer geraden, — bei einer ungeraden Anzahl von Primzahlen. 

3) Sei nm = «= dem Quadrat einer Primzahl, so hat 2 den Factor 2, 


und es ist daher 
(d.) = 0, 
folglich, wegen 1+2,=0, ba =0. 
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Eben so folgt, wenn zn = «° ist, und daher & und #° zu Factoren hat: 
+0: =0, 

mithin wegen c), 62>=0; und auf gleiche Art erhellet, dafs überhaupt, 
wenn 71 die Potenz einer Primzahl ist, ist. 

4) Wir haben jetzt noch den allgemeinen Fall zu untersuchen, wo 
»: aus mehreren zum Theil einander gleichen, zum Theil verschiedenen 
Primzahlen zusammengesetzt ist. Sei daher m = «’PB'y’....C, also 
05 3 positive ganze Zahlen, von denen wenigstens eine grölser 
als 1 ist. Auch ist darunter der vorige Fall, wo m =u”, als ein speciel- 
ler, mit begrillen. Die Anzahl aller einfachen Factoren, in welche 7 auf- 
gelöst werden kann, ist =p+9-+r+....+3, und werde mit V be- 
zeichnet. Jch behaupte nun, dafs für ein »2 von der angegebenen Be- 
schaflenheit immer 2„=0 ist, und werde dieses beweisen, indem ich 
zeige, dals wenn die Behauptung für alle Formen gilt, welche n bei allen 
Werthen von /, die kleiner als eine gewisse Zahl M sind, haben kann, 
die Behauptung auch für V=M richtig ist. 

Siimmtliche Factoren von a’ ß’y’....C° sind einerlei mit den Glie- 
dern. welche durch Entwickelung des Products 

erhalten werden, und es ist folglich 

I+b,. +64... byte tb 

wo 5 die Summe aller durch die angezeigte Entwickelung entstehenden 
Glieder von der Form 5, bedeutet, in denen z dieselbe Beschaffenheit, 
wie die vorbin von 72 bemerkte, hat, nur dafs dabei die Summe der Ex- 
ponenten der Primzahlen nie die Summe der Exponenten p, 9? ».... 2 
um letzten Gliede der heihe erreicht. Nun sind von den ersten Gliedern 
der Reihe bis mit zum Gliede b,;,...; die Indices sämmtlicehe Factoren des 
aus den nicht potenzirten Primzahlen &, ß, zusammengesetzten Pro- 
duets, und es ist mithin die Summe dieser Glieder nach 2) für sich =(). 
Wenn folglich jedes der unter $ begriflenen Glieder = 0 ist, so muls auch 


das letzte Glied selbst = 0 sein, wie zu erweisen war. 
Aus dem in 3) gefundenen d,2 = 0 folgt daher 
0; 


und hieraus und aus 54,» =0: 
b2,—=0, be, 
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und hieraus und aus 4» = 0: 
u. 8 W. 


In der Reihe [l.], deren allgemeines Glied Tan un und deren Summe 


= x ist, herrscht demnach das Gesetz, dafs für z=1 und für je- 
des m, welches ein Product aus einer geraden Anzahl von 
einander verschiedener Primzahlen ist, der Coöff’eient des 
Gliedes =1 ist, dals jedes Glied, dessen m eine Primzahl 
selbst, oder ein Product aus einer ungeraden Menge sich 
nicht gleicher Primzahlen ist, den Co@fficient — I hat, und 
dafs endlich alle Glieder wegfallen, deren Exponenten Qua- 
drate oder höhere Potenzen von Primzahlen zu Factoren 


haben. 

Wir entwickelten dieses Gesetz mit Hülfe der recurrirenden For- 
meln (3.). Indessen wird es nicht unnütz sein, hierbei auch den inde- 
pendenten Bestimmungen (4.) Aufmerksamkeit zu schenken, Da gegen- 
wärtig ,=qa,=a,= ete.=1, so ist nach den Formeln (4.) und nach 
dem, was zunächst über sie bemerkt worden: 2,=—1-+- der Anzahl 
der Binionen oder der Variationen der zweiten Classe, — der Anzahl der 
Ternionen, oder der Variationen der dritten Classe, + u. s. w., welche 
mit Wiederholungen zum Product 2 gebildet werden können. Hieraus, 
und weil die erste Classe blols aus der Zahl m besteht, mithin die An- 
zahl der Unionen = 1 ist, flielst in Verbindung mit dem Vorhergehenden 
folgender bemerkenswerthe Satz: 


Bildet man alle Variationen mit Wiederholungen zu 
einem bestimmten Producte n, und ordnet diese Variatio- 
nen nach Classen, wobei die Zahl m selbst die erste Glasse 
ausmacht, die Einheit aber als Factor ausgeschlossen bleibt 
(indem sonst die Menge der Variationen unendlich sein würde), so ist 
die Anzahl der Variationen in den geraden Classen der An- 
zahl der Variationen in den ungeraden entweder gleich oder 
um 1 gröflser, oder um 1 kleiner als die letztere, je nach- 
dem von den einfachen Factoren von m einige, oder auch 
alle, einander gleich sind, oder » ein Product aus sämmt- 
lich von einander verschiedenen Primzahlen ist, und dann 
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die Menge dieser Primzahlen entweder gerade oder un- 
gerade ist. 

Dieser Satz steht in nahem Zusammenhange mit dem analogen 
Satze bei Variationen mit Wiederholungen zu einer bestimmten Summe m. 
Die erste Glasse dieser Variationen hat blofs eine Complexion, nämlich m 
selbst; die zweite Classe besteht aus den Variationen: 

1) m—1; 2) m—2; 3) m—3; 2... m--?2,2; m—1,1; 

und die Anzahl derselben ist = m—1; die Anzahl der Variationen der 


—1.m —2 
dritten Classe findet sich =" T ——; ws. w.; und weil 


= 1)” == 0, 


so ist bei Variationen mit Wiederholungen zu einer bestimm- 
ten Summe die Anzahl der Variationen in den geraden Clas- 
sen der Variationenzahl in den ungeraden Classen immer 
gleich, statt dals bei Variationen zu einem bestimmten Producte die eine 
Zahl bald der andern gleich, bald um 1 grölser, bald um 1 kleiner, als 
die andere war. 


Die Variationen zu bestimmten Summen sind in den Schriften über 
die Gombinationslehre zur Genüge behandelt worden, während über Varia- 
tionen zu bestimmten Producten, wenigstens unter diesem Namen, noch 
keine Untersuchungen angestellt sein dürften. Gleichwohl aber ist auch 
von letztern Variationen der Nutzen nicht zu verkennen, wie unter audern 
schon daraus hervorgeht, dals die Aufgabe: alle Variationen der nten Classe 
zum Product a’ß’V .... zu finden, ganz einerlei ist mit der Aufgabe: 
p+0-+r-+ .... Elemente, von denen p Elemente unter sich, 9 Elemente 
unter sich, u.8. w. gleich sind, auf alle mögliche Arten in z verschiedene 
Fächer zu vertheilen. Auf dieselbe Art ist auch die Bildung der zten 
Classe von Variationen zur Summe p offenbar nicht verschieden von der 
Forderung: p einander gleiche Elemente auf alle mögliche Arten in z Fä- 
cher zu vertheilen; woraus man zugleich ersieht, dafs das Variiren zu ei- 
ner bestimmten Summe als ein specieller Fall des Varürens zu einem be- 
stimmten Producte betrachtet werden kann. 

Der so eben erhaltene Satz von Variationen zu bestimmten Pro- 


dueten möchte vielleicht einer der merkwürdigsten in diesem noch nicht 
bebauten Felde der Combinationslehre sein. Obschon er nun durch die 
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vorhergehenden Betrachtungen ganz bündig erwiesen ist, so will ich doch 
einen zweiten Beweis noch mittheilen, der in höherem Grade, als der vo- 
rige, aul der Natur der Variationen selbst beruht, und uns zugleich noch 
eine andere mit jener verwandte Eigenschaft dieser Variationen entdecken 
lassen wird. 

Sei das Product, zu welchem man Variationen bilden will, zuerst 
eine Potenz einer Primzahl, also = «’, wo p>1. Irgend eine Classe der 
Variationen zu diesem Product wird man erhalten, wenn man die ebenso- 
vielte Classe von Variationen zur Summe p entwickelt und die Elemente 
dieser Variationen zu Exponenten von & nimmt. So ergiebt sich z. B. 
‚ie zweite Classe: 

Die Anzahl der Variationen in der zten Classe zum Product «7 ist 
mithin der Variationenzahl der zten Classe zur Summe p gleich. Da nun, 
wie vorhin bemerkt worden, beim Variiren zu einer bestimmten Summe 
die Anzahl der Variationen in den graden Glassen der Anzahl der Varia- 
tionen in den ungraden gleich ist, so muls dasselbe auch beim Variren 
zu einem Product gelten, welches eine Potenz einer Primzahl ist. 

Werde jetzt die Anzahl von Variationen zu einem Product 2, welche 
resp. in der: ersten, zweiten, dritten, .... ten Classe enthalten sind, durch 
A,, Bas bezeichnet. Sei z die Anzahl der einander sämmt- 
lich oder nur theilweise gleichen, oder durchweg von einander verschie- 
denen Primzahlen, aus denen 2 zusammengesetzt ist; also die zte Ciasse 
die höchste. Sei ferner & eine in »» nicht mit enthaltene Primzahl, und 
werden die Mengen der Variationen zum Product n« nach den verschie- 


denen Classen, deren höchste die (z-+-1)ste ist, gleicherweise durch 4,,, 
+1 
ausgedrückt. Alsdann wird sein: 


Ama — An 1, 
= 3B„+3C,; 


N no = + nN,, 


= 
Denn die zweite Classe zum Product 2 « findet sich, indem man erstlich 
die erste Classe zum Product 2, d.i. r selbst nimmt, und diesem das 
Cıelie's Journal d. M. Bd. IX. Hit. 2. 15 


e 
€ 
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eine Mal « vor-, das andere Mal nachsetzt. Dies giebt 2=2.4, Varia- 
tionen: «, n und n,&. Die übrigen Variationen der zweiten Classe zum 
Product m erhält man aus den Variationen derselben Classe zum Pro- 
duct n, indem man von den zwei Elementen einer solchen Variation, — 
sie seien /,g, und daher f£ = m, — das eine Mal das eine, das andere 
Mal das andere mit & verbindet, — also fz.g und f.g«. Jede dieser B,, 
Variationen giebt daher zwei, und sämmtliche B, geben 2B,, Variationen 
der zweiten Classe zum Product n«, so dals die Anzahl aller dieser Va- 
riationen überhaupt =24„,+2B,, ist. Eben so bekommt man aus jeder 
der B,, Variationen, wie f.g, drei: @.f.g5 f.a.85 f.g.«, und aus jeder 
der C,, Variationen, wie h.i.k, wenn hik= m ist, ebenfalls drei, nem- 
lich h.ia.k, h.i.ka, der C,„, Variationen; folglich u. s. w. 
Addiren wir nun die obigen Gleichungen mit abwechselnden Zei- 
chen und setzen das Aggregat, mit dessen Werthbestimmung wir uns jetzt 


beschäftigen: 

und eben so PR: 
Ana — ... .+ = 
so kommt: 


= 

Nun ist nach dem Vorigen, und wenn «, ß, Ys Ö +... von einan- 
der verschiedene Primzahlen bedeuten: $S=0, folglich auch Sr;=0, 
folglich 0, = 0, u SW. 

Ist ferner zn eine Primzahl =«, so sind B„, Can, ....0, folg- 
lich em A, ==1, u — 
Alles übereinstimmend mit den schon oben auf andere Weise erhaltenen 
Resultaten. 

Es bleiben uns daher noch diejenigen Werthe von S, zu bestim- 
men übrig, bei welchen m zwei oder mehrere Potenzen von Primzahlen 
zu Factoren hat. Sei zu dem Ende m eine beliebige Zahl, & eine in n 
nicht mit enthaltene Primzahl, und suchen wir aus den Variationen zum 
Product 2 die Variationen zum Product 2 «@? herzuleiten. Zuerst ist: 

1) 4 ma? = 

Die zweite Classe zum Produet 2«” wird sich ergeben: 

Erstens aus der ersten Classe zum Product ’n, d. i. aus m allein, 
indem wir daraus Variationen von den Formen m«a?’.«’” und «’ ma? ablei- 
ten, wo für 9 nach und nach die Werthe 0, 1, 2, «...p—1, und für 7 
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die Werthe 1, 2, ....p zu setzen sind, jedoch so, dafs immer y+r=p». 
Die Anzahl dieser Variationen, welche @ heiße, wird offenbar eine blofs 
von p abhängige Zahl sein. 


Zweitens aus der zweiten Classe zum Product n. Sei nemlich f. g 
irgend eine Variation dieser Classe, also = m. Alle daraus fliefsenden 
Variationen sind dann von der Form fa’.ga’, wog=0, 1, 2,....p; 
-=0(, 1, 2, 000.7, und immer gfr=p ist. Die Anzahl derselben wird 
mithin gleichfalls blofs von p abhängen, und heilse 54. Eben so viel Varia- 
tionen der zweiten Classe zu ma? werden aber auch aus jeder andern 
Variation der zweiten Glasse zum Product 2 hervorgehen. Die Anzahl 
aller erstern aus den letztern entstehenden Variationen ist daher = 5b B 
und folglich überhaupt: 


ml; 


2) = aA„+tbB,. 
Auf gleiche Art werden alle Variationen der dritten Glasse zum Product 
‚ne aus den Variationen der drei ersten Glassen zum Product 2 sich er- 
geben, und zwar aus jeder Variation einer und derselben Classe sleich- 
viel, so dafs wir setzen können: 
3) = 

wo a’, b‘, c’ nur von p abhängige Zahlen sind; 5’ z.B. die Menge der- 
jenigen Variationen der dritten Classe zu 2’, welche aus einer und der- 
selben, gleichviel welcher, Variation der zweiten Classe zum Product 
rn flielsen. 


Eben so wird sein: 
wo a’, 5’, ec’, d‘‘ gleichfalls nur von > abhängen; u. s. w. 


Man addire jetzt die Gleichungen 1), 2), 3), 4), u. s. w. mit ab- 
wechselnden Zeichen, und man erhält: 

Sei nun zuerst m eine Primzahl, so sind A„=1, P,, („, D,, 
....=0, und, wie wir vorhin sahen, S,,,=0, folglich nach gegenwär- 
tiger Formel:1—a-F a’ — a” + ....=0, und auch dann noch = 0, wenn 
m keine Primzahl ist, weil a, @’, @“, blols von p abhängen. Mithin 
ist allgemein: | 
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Sei zweitens 2 ein Product aus zwei verschiedenen Primzahlen, so 
werden, 2, ausgenommen, C„; Das «...=0; und da nach dem Vori- 


gen auch für diesen Fall =0 ist, so muls die von m unabhängige 
Zahl +1" — .... — sein. 


Eben so wird bewiesen, indem man zn aus drei, vier und meh- 
rern von einander verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sein lülst, 
dafs auch +....=0, u. w. Folglich ist allgemein 

was auch 2 für eine positive ganze Zahl sein mag, und unser Satz ist 
somit von Neuem vollkommen dargethan. 


Um den letzten Theil dieses Beweises noch durch ein Beispiel zu 
erläutern, wollen wir =? setzen. Hiermit findet sich 


= 34A.„+9B.+ 60,3; 

Dar = 6B„+16C0„+10D,, 

= 10C,„+25D.+15E,, 


u. Ss. Ws u. 


In der That erhält man aus der ersten Classe zu nz, d.i. aus m 
selbst, 4 = 4.4,, Variationen der zweiten Classe zu 2°, nemlich: 
m.a, a’.m, ma.d, 
und Variationen der dritten Classe zu nemlich: 
keine Variationen aber der höhern Classen zu 2°, indem hierzu eine 
höhere Potenz von «, als die zweite, erforderlich ist. 


Ist ferner f.g eine der DB, Variationen, so bilden sich hieraus 
3 von den D,„.: Variationen: 
Jarga; 
0 von den Ü,„,: Variationen: 
S-.ga.0; 
6 von den D,..: Variationen : 


u.f.g.0, 
keine aber von den höheren Classen zu ma, 
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Ähnlicherweise lassen sich auch die Coöffieienten von C,, D,s »... 
in den obigen Gleichungen verificiren. 

Die Anzahl dieser Gleichungen ist immer der Zahl der höchsten 
Classe zum Product 2«’, also der Anzahl aller einfachen Factoren dieses 
Products gleich, mithin =p+-9, wenn m sich in g einfache Faetoren 
auflösen läfst. Die yte Classe ist die höchste, welche zum Produet 
gebildet werden kann, also die höchste, welche auf der rechten Seite der 
Gleichungen vorkömmt. Sei z.B. wie vorhin y=?, und enthalte drei 
einfache Factoren, so reduciren sich die vorigen Gleichungen auf fol- 


4A + 3B, 
= 3A,„+9B.+ 6C,.; 
= 16C,, 
== 10C,. 


Addirt man dieselben mit abwechselnden Zeichen, so werden, über- 
einstimmend mit dem obigen allgemeinen Beweise, die Coöfficienten von 
An, Du, Cm einzeln = 0. 

Dieses sich Aufheben der Coöfheienten von 4,, .... kann uns 
zur Aufstellung eines neuen Satzes Gelegenheit geben. Denn um anfangs 
nur die Coefhcienten 3, 9, 6 von B,, zu berücksichtigen, so erhielten wir 
diese Zahlen als die Mengen von Variationen in der 2ten, Sten und 4ten 
Classe zum Product fg«°’, wobei jedoch die Elemente f, 2 niemals in 
einem Factor mit einander verbunden vorkamen, auch ihre Folge, g£ nach 
f, immer dieselbe blieb. Ziehen wir auf gleiche Weise auch die Cöfli- 
ecienten von C„, D,„, etc. in Betracht, setzen die Potenz von z allgemein 
= p, und nehmen, was hier auf die Menge von Variationen keinen Ein- 
fluls hat, die Zahlen f, g, .... insgesammt einander gleich, jede =, 
ihre Menge = 9, so können wir den aus diesen Betrachtungen hervorge- 
henden Satz also ausdrücken: 

Bildet man alle Variationen zum Product @’?’, so je- 
doch, dafs in keinem Factor einer dieser Variationen ß in 
einer höhern Potenz, als der ersten, vorkömmt, und ordnet 
man die Variationen nach Classen, wobei also die gte die 
niedrigste, und die p-+yte die höchste Classe ist, so ist die 
Anzahl der Variationen in den geraden lassen der Anzahl in 
den ungeraden gleich. 
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Aus der im Obigen erhaltenen merkwürdigen Reihe 


lassen sich eine unzählige Menge anderer summirbarer Reihen ableiten, 
von denen ich hier nur diejenigen anführen will, die ihrer Einfachheit 
willen, mir von Interesse zu seiu geschienen haben. Durch Division mit 
x wird die Reihe 


Hierin x negativ genommen, erhält man: 


- 
- 


und wenn man diese Gleichung Glied für Glied zu der vorigen addırt, 


dann mit 2 dividirt, und zuletzt y für x* schreibt: 
jede un- 
gerade Zahl ist, die entweder eine Primzahl oder ein Produet aus meh- 
reren verschiedenen Primzahlen ist. Das Vorzeichen bestimmt sich wie 


ım Vorigen nach der geraden oder ungeraden Menge der Factoren von x. 


Jedes Glied dieser Reihe hat die Form + 


Setzt man —y für y, so geht |2.| über in: 


j 

wo die Glieder einerlei oder entgegengesetzte Vorzeichen mit den gleich- 

stelligen Gliedern in [2.] haben, nachdem z von der Form 4» +1 oder 
4p—l 

Mau addire [2.] und [3.], dividire durch 2 und setze = für y’, so 


kommt: 
1 z° % 


Die Nenner und die Vorzeichen sind hier dieselben wie in [2,], die Ex- 
ponenten der Zähler aber = 4(m—1) oder = 4/3m—1), nachdem 
oder der Exponent im Nenner von der Form 4» +1 oder 47 —1 ist. 


Nach demselben Verfahren, durch welches [2.] aus [1.”j, und [#.] 


aus |2.j abgeleitet wurde, kann nun aus [4.] eine neue Reitie, aus dieser 
abermals eine neue, und so fort olıne Ende, entwickelt werden. 
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Wir wollen jetzt in der Reihe [l.], von welcher wir ausgegangen 
sind, x? für x schreiben, also: 


und dieses Ergebnils zu [l.] addiren. Hiermit findet sich 


eine Reihe, die sogleich aus [l.] hervorgeht, wenn man alle in [1.| vor- 
kommenden geraden Exponenten verdoppelt. 


Subtrahirt man («.) von [1.], Glied für Glied, so kommt: 


und wenn man von |l.] das Doppelte von («.) abzieht: 
2 


In wiefern sich diese zwei Reihen von [1.] unterscheiden, fällt in 
die Augen und bedarf keiner Erörterung. 


Eine Transformation von noch anderer Art wird dadureh bewerk- 
stelliget, dals man in [1.], e=r(cos®-+isin), wi=y-—l, setzt. 
Hiermit wird Pr 

und man erhält, nachdem man für x diese Functionen von r und & in 
[1.] substituirt und hierauf das Mögliche vom Unmöglichen abgesondert 


hat, folgende zwei Gleichungen: 


1—2rcospg+r? 1—2r*cos2p+r* 


1—2rcosg+r? 

Eine neue reichhaltige Quelle summirbarer Reihen eröffnet sich, 
wenn wir die allgemeineren Gleichungen (A) zur Hülfe nehmen. Wer- 
den @,, Q, gesetzt, sosndd, =1,,=—1, ,=—1, 
=1, u.s.w. und man hat daher allgemein, wenn 

= Fe+ +3” Fa) +... ist: 
Setzt man bierin Fr= x und z=—1, so wird 

+... = —log(l—r), und daher 

110.) —log(1—x) + }log(1— + Zlog(1— 2°) + Hog(1— 2°) 
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Setzt man ferner = x— x’ und r—=—1, so wird 
—=log(l+x), 


folglich 


11] z—x = 1 + 2)—.... 
Eben so wie [10.] ist auch: 


y= 
und weun man diese Gleichung zu [10.] addirt: 
x log 1— x) (1—y) slog(1— (1—y?) .... 


Man setze hierin y=r(cos®—isin®), und 
es kommt: 
j12.] ?rcoss®= + + 
Aus [10.], [11.], [12.] folgt noch, wenn e die Basis der natürli- 
chen Logarithmen bedeutet: 
j15.] (1—2rcos® + etc. 
Man setze jetzt in [2.] x° statt y, und multiplicire die Gleichung 
mit x, so kommt: 
Man hat aber Wenn daher 
=1, 0, mil, etc., 
,=0, b,=—1, etc., 
und es ist mithin ven den zwei Gleichungen 

eine jede eine Folge der andern. Eben so flielsen aus [3.] die zwei zu- 
sammengehörigen Gleichungen: 


Nimmt man darin und I, so wird 


x = 


fe = r— +30—... aretangr, 
folglich 


|16.] = aretangx-+ Zarc tang(x’) — Farce tang + arctang (x) 


arc tang (x) + .... 
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Die Zahlen 3, 5, 7, 11,.... sind hierbei alle ungeraden Zahlen, die 
entweder selbst Primzahlen oder Producte aus verschiedenen Primzahlen sind. 
Jedes Glied, dessen Zahl ein Product aus einer ungeraden Menge von Prim- 
zahlen und von der Form 4» —1, oder aus einer geraden Menge und von der 
Form 4p +1 ist, hat das positive Zeichen, die übrigen Glieder das negative. 

Erwägt man dabei, dafs, wenn Zahlen, die zum Theil von der 
Form 4» +1, zum Theil von der Form 4» —1 sind, in einander multi- 
plicirt werden, das Product entweder von der ersten oder zweiten Form 
ist, je nachdem die Factoren der zweiten Form in gerader oder ungerader 
Anzahl vorhanden sind; dafs folglich sowohl ein Product von der Form 
4p—1, welches eine ungerade Anzahl von Factoren hat, als ein Product 
von der Form 4p +1, dessen Factorenzahl gerade ist, eine grade Zahl 
Factoren, jeden von der Form 4»-++-1 haben mufs: so sieht man leicht, 
dafs die Co@fficienten der Reihe [16.] nichts Anderes sind, als alle die ein- 
zelnen aus der Multiplication 

(1— (1— 77) etc. 

hervorgehenden Producte, wo die Nenner der Brüche alle ungeraden Prim- 
zahlen sind, und die Brüche das positive oder negative Vorzeichen haben, 
je nachdem ihr Nenner von der Form 4» —1 oder 4p +1 ist. 

Die jetzt erhaltenen Reihen [10.], [11.], [12.] und [16.] lassen sich 
auch sehr einfach durch Integration aus den vorhergehenden ableiten, z.B, 
I10.] aus [1.], wenn man [1.] vorher mit & dividirt und mit d& multiplicirt. 
Indessen schien es mir zweckmälsiger, statt Integralrechnung ein auf der hier 
vorgetragenen Reversionsmethode selbst beruhendes Princip zu gebrauchen. 


Den Schlufs dieses Aufsatzes mögen einige numerische Anwendun- 
gen der entwickelten Reihen machen. Die Reihe [1.] erhält, indem man 


1 . ® 
= für x schreibt, die etwas einfachere Form: 


1 1 1 1 1 1 


Setzt man hierin v = 10, so kommt: 
17.) 5 —- 935 — 5055 999555 
folglich „>= 1— 1— = d. ı. 
18.) 5 = te 

Hiermit ist die doppelte Aufgabe gelöset: den Bruch „; als 

ein Aggregat von Brüchen darzustellen, deren Zähler =1, 
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und deren Nenner das eine Mal blo[s mit der Ziffer 9, das 
andere Mal blofs mit der Ziffer 1 geschrieben werden. Das 
in der einen und andern Reihe herrschende Gesetz geht unmittelbar aus 
[1.] hervor. Auch ist es leicht, sich durch Rechnung zu überzeugen, dafs 
keine der beiden Aufgaben noch auf andere Weise gelöset werden kann. 


Man setze noch in der für - erhaltenen Reihe, v=1+w, wo w 


eine unendlich kleine Grölse bedeute, so kommt, wenn man in der Ent- 
wickelung blols die erste Potenz von zw beibehält: 

1+ w w 2w 3w dw 
folglich, wenn man mit multiplicirt : 

19] 0 = 
Aus der uns schon bekannten Beschaffenheit der Vorzeichen und der 

Nenner dieser Reihe ersehen wir ohne Schwierigkeit, dafs die Reihe sich 
auch als ein Product aus den Factoren 1—3, 1—#, etc. 
darstellen läfst, wo 2, 3, 5, 75»... dieReihe der sämmtlichen Primzahlen 


ist. Hiermit wird: 
[20.] 0 = 2... 

Ein Product aus allen Brüchen, deren Nenner die 
sämmtlichen Primzahlen sind, und deren Zähler um 1 klei- 
ner als die Nenner sind, hat daher Null zum Grenzwerth. 
Dieses Resultat findet sich auch in Euler’s /ntroductio, Tom. I. in dem 
Kapitel de seriebus ex evolutione factorum ortis, $. 277. Exempl. 1. 

Setzt man auf gleiche Weise in [13.] e=1—w, so kommt, mit 
Weglassung der höhern Potenzen von w: 

Da nun das Product auf der rechten Seite dieser Gleichung dem 
Gliede mit der niedrigsten Potenz von w in der Entwickelung von e'-” 
gleich sein muß, und e "= ist, so muls gedach- 
tes Product = e selbst, also unabhängig von ww sein. Dieses ist aber nicht 
anders möglich, als wenn —1+3+35+....=0, wie schon vorhin ge- 
funden wurde; folglich 

x ı ı ı 
[21.] e= ete. 

Zieht man demnach aus jeder Zahl, welche eine Prim- 
zahl oder ein Produet aus mehreren verschiedenen Primzah- 
len ist, die eben so vielte Wurzel, als die Zahl Einheiten hat, 
und multiplieirt die aus allen den Zahlen, welche Producte 
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aus einer geraden Menge von Primzahlen sind, gezogenen 
Wurzeln in einander, desgleichen die Wurzeln aus allen den 
Zahlen, welche entweder Primzahlen selbst, oder Producte 
aus einer ungeraden Menge von Primzahlen sind: so giebt 
die Division des erstern Products in das letztere die Basis 
der natürlichen Logarithmen. 

Um mich einigermafsen über die Annäherung zu belehren, mit 
welcher man auf diese Weise e berechnen kann, bin ich in der Facto- 
renreihe bis zu 51" fortgegangen, und habe damit e = 2,7258 gefunden. 
Der wahre Werth von e ist = 2,7183, und daher das Product aus den 
von 53”? an weggelassenen Factoren | 

— 27258 — 1,0028° 

Jener sonderbare Ausdruck für e, und zugleich eine andere noch 
merkwürdigere Formel, läfst sich auch aus [15.] herleiten. Setzt man 
darnr=1 und @=?\J, so kommt: 
— (I — 20082 = 4 (sin) (sin) 
folglich, weil —1+3-+....=0, und wenn man beiderseits die Quadrat- 
wurzel auszieht: 

Nimmt man nun hierin unendlich klein, setzt also cos?) = 1 
und ete. so erhält man, weil ist, 
denselben Ausdruck für e, wie vorhin. 

Noch folgt aus dieser Gleichung, wenn man von beiden Seiten die 
Logarithmen nimmt: 

[23.] = —Jlogsiny + +3 logsin3y + zlogsind 

Endlich setze man in [16.], =1; hierdurch wird arctang.x 
= arctang(x*) = etc., in der bekannten Bedeutung genommen, 
und damit: 

[24.] + + etc. 
eine Formel, welche, mit Berücksichtigung des oben zu [16.] Bemerkten, 
ganz mit der von Euler in dem vorhin angeführten Kapitel der I/ntro- 


ductio 8. 285. gegebenen Formel 


4 35 7111317719 3 
[25.] — 4'4'8'12°12°16°20 etc. 


identisch ist. 


16 * 


r 
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9. 


Note sur une theorie generale et nouvelle des surfaces 


courbes. 
(Par Mr. Plücker, prof. des math. & Berlin.) 


1. Soit 
0 

generale du plan rapporte trois axes coordonnes quelconques. 
En donnant aux coefficiens ?/, u, v et w des valeurs convenables 7’, u‘, 
v‘ et ww‘, on pourra determiner de position un plan donne quelconque. 
Je nommerai coordonnees de ce plan (coordonnees planaires) les quatre 
quantitds u’, et w‘. Le nombre de ces coordonnees peut se reduire 
a trois si lon pose Tune d’elles, choisie arbitrairement, e&gale a Tunite. 
En posant v—=1, les trois coordonndes d’un plan donne seront les va- 

pP 

leurs reeiproques et prises avec le signe contraire des segmens determinds 
prog 5 

par ce plan sur les trois axes coordonnes. Dans ce qui va suivre nous 

poserons par preference £=1; alors l'interpretation geometrique des trois 

coordonnces restantes n’en deviendra pas moins simple que dans le cas 

precedent. Dans la discussion generale des surfaces algebriques il y ara 
de lavantage employer toutes les quatre coordonnees ensemble. L’on 

obtiendra alors, ü la place d’@quations completes entre trois variables, des 
equations homogenes entre quatre variable. L’on peut du reste passer 
immediatement de ces dernieres @quations ci aux premieres et vice versa. 

2. En regardant zo, v et u comme ceoordonndes variables, l’&quation 

peut &tre dit representer une surface. Cette surface est celle qui est 

touchde par tous les plans, dont les coordonndes satisfont l’@quation pro- 

posce. Le systeme de deux @quations pareilles existantes ensemble re- 

presentera alors la surface developpable qui enveloppe a la fois les deux 
surfaces, reprdsentees par ces deux equations prises separement. 

L’&quation generale du premier degr@ entre les trois variables zo, 
v et u reprösente un point de l’espace *), et le systeme de deux @quations 


*) Pour le demontrer, soit 


1. 
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pareilles, existantes simultanement, une ligne droite passant par denx 


tels points. 
L’&quation generale du second degre represente les surfaces de la 


seconde classe (je me sers ici de la d@nomination introduite par M. Ger- 
gonne) qui sont aussi du second ordre, et comme cas particuliers, des 
systemes de deux points, qui peuvent devenir imaginaires, ou coincider 
ou passer a linfini. Dans le cas de deux points reels, on peut leur sub- 
stituer la ligne droite joignant ces deux points et terminde en eux, et 
puis regarder cette ligne droite comme la limite, d’un ellipsoide par exem- 
ple, dont deux axes, le troisicme restant le m@me, diminuent sans cesse. 
C'est seulement se servir d’un autre mot pour exprimer la möme chose. 

Je n’entrerai ici dans aucun detail comme je lai fait dans la pre- 
miere partie du second volume de mes ,,Developpemens” par rapport 
aux constructions deux dimensions. Il est &vident, qu’en introduisant 
les coordonnees nouvelles, Ton redoublera par lü möme les moyens de 
d“monstration. L’on verra aisement que, quant la facilit@ des d@mon- 
strations, Davantage sera tantöt du cot@ des coordonndes vulgaires, tantöt, 
et plus souvent peut ötre, du cot@ des coordonndes planaires. 

3. Dans la note, qu’on va lire, je me suis proposd de faire r&sor- 
tir la liaison, qui existe entre les deux syst&mes de coordonndes, planai- 
res et vulgaires. Pour mon but actuel, au lieu de suivre une marche 
directe, jai prefere de deduire ainsi la nouvelle thÖorie des surfaces de 
celle qui repose sur la consideration des coordonndes des points et qui, 
par les gcometres modernes a regu de si beaux developpemens. 

Soit 

I’“quation d’une surface donnde quelconque. L’@quation du plan tangent 


’Öquation generale du plan, vw, v et w indiquant trois coelficiens indeterminds. Po- 
sons l’©quation de condition suivante: 
2. 
en dösignant par c, et trois quantitös donndes. L’on a Egalement 
(z’, y', x’) etant un point quelconque du plan (}.). Mais cette @quation ayant abso- 
lument la m&me forme que l’Öquation (2.), en conelura qu’on pourra prendre 
yzacı, 
Done par l’&quation (2.) le plan (1.) est assujetti a la condition de passer par un point 
donne, dont les coordonndes sont ce, c’ et c”. Ü’est pr&cisement ce point que repre- 
sente l’&quation (2.), lorsqu’on y regarde w, v et u comme coordonnees planaires et 


variables. 
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en l'un de ses points sera alors 


Z2—9Y—pX— 0, 


ou 


- 


dz 
en posant Behnrer et en regardant Z, Y et X comme coordon- 


nees courantes. Les coordonndes de ce plan tangent seront d’apres le 
premier nume£ro: 
et de la on tire: 
3. 

equation sym£trique par rapport ä 2, y, x et w, u, v. 

Si Fon differentie l&quation (3.) par rapport ä x seul, en regar- 
dant y constant, il viendra: 


d d 
=0, 


oubien en reduisant: 
du 


dv 
== 
Si lon regarde w comme fonction de v et z l'on pourra donner 


cette @quation la forme suivante: 
dw dv 


Cette Equation ne pourra subsister a moins qu’on n’ait separement: 
dw dw . 
y=—ßQ, x=—P, 
si, pour abreger, lon designe par Q et P les coeffhiciens differentiels par- 


tiels - et . =. En substituant ces valeurs de y et x dans l’&quation (3.), 


lon obtiendra: 


z=—(w—Qu—Pv) 
4. Si l’on met dans l’@quation du point de contact (z, y, x): 
(je designe par 77, V et U les coordonnees planaires courantes) a la place 
de x, y et z, les valeurs, que nous venons d’obtenir, on trouvera: 
6. 

Les coefficiens Q et P se tirent de l’equation 

P(w,v,u) =0, 
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que nous supposons obtenue par l’@limination de z, y et x entre les quatre 
equations (1.) et (2.) et qui par consequent representera, ainsi que (1.), 
la surface donnde, 

Nous aurions pu, en suivant une marche inverse, partir de I’&qua- 
tion (6.), qui s’obtient immediatement, si lon developpe la theorie des 
surfaces dans le systeme des coordonndes planaires., 

L’on voit que les relations entre les coordonndes 2, y, x et w, u, 
soient parfaitement r&ciproques. 

5. Dans ce numero nous nous proposons de de@velopper les rela- 
tions qui existent entre les coefliciens differentiels seconds de z par rap- 
port a y et x et ceux de w par rapport a u etv. Nous poserons d’abord 


your abreger 
5 


Si Ion differentie les deux &quations: 
u=—9, 
successivement par rapport ä y seul, en regardant x constant, et par rap- 
port a x seul, en regardant y constant, l’on obtiendra: 


de” 
Si l’on differentie, sous le m&me point de vue, l’@quation: 
yt9=0, 


l’on trouvera, en regardant O comme fonction de u et v: 
dO du |, dO dv 
dO dv 
du dat av 


1. 


2. T + r 07 
En operant de la möme manicre sur l’&quation suivante 


on parviendra aux deux &quations suivantes 
3. 1—Rr— Ss =0, 
4. Rs+St = 
Il est &vident que l'une quelconque des quatre &quations (1.) — (4.) 
soit comportee par les trois autres, car, les @quations (1.) et (3.), et les 


ou ce qui revient au meme: 
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equations (2.) et (4.) s’accordent a donner 
5. Tt=Rr. 


Apres cela l’on obtient ais@ment: 


RT—S?? 
t T 

r R 

rt—s?’ = 


il sera bon de remarquer aussi l’@quation suivante: 
7. (rt—s)(RT—S) = 1. 

6. En diflerentiant de nouveau les &quations (1.) — (4.) succes- 
sivement par rapport ä y et x, en regardant A, 5 et Z’ comme fonctions 
de u etv, et x et v comme fonctions de y et x, l’on obtiendra des @qua- 
tions, qui serviront a determiner les quatre coefficiens diffErentiels partiels 
du troisicme ordre, de zw par rapport a u et v, au moyen des coefliciens 
differentiels du troisicme et du second ordre, de z par rapport a y et x 
En suivant la m@me marche, lon pourra continuer ainsi ü volonte. Un 
simple changement de lettres suffira alors, pour exprimer, r&eiproquement, 
tout coefficient diflerentiel partiel d’un ordre queleonque de z par rapport 
y et x en fonetion des coeffieiens diflerentiels partiels du m@me ordre 
et des ordres inferieurs, inclusivement le second, de zo par rapport A uetv. 

Dans ce qui suivra j’eelaireirai par quelques exemples lapplication 
de ce qui precede, 

7. Theorie analytigue nouvelle des surfaces developpables et des 
courbes a double courbure. Soient 
F(w,v, u) 0, 

/(w, v, u) 0, 

les @quations entre les coordonnees nouvelles de deux surfaces donndes 
ueleonques. choisit les trois coordonndes w, v et u telles, quel- 
les satisfont en möme tems aux deux @quations proposees, on aura les 
coordonnces d’un plan, qui touche &A la fois les deux surfaces donndes. 
Tous les plans ainsi determinds envelopperont une surface developpable et 
eirconserite a ces m&mes surfaces. L’on peut done dire que le syst@me 
des deux dquations (1.) represente une surface developpable. 1 en re- 
sulte que le plan, qui, dans son mouvement, enveloppe une telle surface, 
ne peut pässer d’une position queleonque & une autre que dans un sens 
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unique et determine: et c’est en cela dvidemment «que consiste le carac- 
tere des surfaces developpables. 


Si lon @limine v entre les deux &quations (1.), il viendra: 


u=G(v) 
ou bien, si lon y met pour u et v leurs valeurs (—g) et (—p): 


Si de cette “quation enfin on fait disparaitre, par la diff@rentiation, la 
fonction inconnue, designde par /, il viendra 

2. rt=(. 
C'est T’equation des surfaces developpables donnee pour la premiere fois 


par Euler. Je ne crois pas quil y ait une marche plus directe, d’y par- 
venir, que la pr@c@dente. 


8 Soient, en second lieu 
les equations, entre les coordonndes vulgaires, de deux surfaces donndes 
quelconques. Le systöme de ces “quations represente lintersection des 


deux surfaces, courbe, en general, ä double courbure. En dliminant z 
entre les deux @quations proposees, il viendra 


y=%0(%) 
ou bien, en substituant: 
| Q0= 
et de la on tire: 


C'est l’equation des courbes a double courbure, dans le systeme des coor- 
donnees planaires. 


Analytiquement parlant, une surface d@veloppable ne doit ätre re- 
sard‘e comme surface que dans le syst&me des coordonnees vulgai- 
res, et non pas dans le systeme des coordonn@es nouvelles, parceque dans 
dernier systöme-ci une telle surface ne peut representde, 
ımoyen de deux @quations simultandes. Pareillement une courbe a double 
‚ourbure ne doit nullement ötre rangde parmi les surfaces dans le systöäme 
des coordonndes vulgaires, parceque deux quations simultandes sont 
exigees pour la representer. 

Mais dans le systöme de coordonndes planaires une courbe ü double 


courbure doit &tre placde parmi les surfaces: elle y est representce par 
Crelie’s Journal d. M. Bd. IX. Hft 2. 17 
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une dquation unique. Et, reeiproquement, toute @quation entre w, v et u, 
qui satisfait l’@quation (4.) representera une telle surface. 


L’on peut encore remarquer le parallelisme suivant entre une sur- 
face d@veloppable et une courbe ü double courbure. L’une est touchde 
par un plan tangent quelconque, non dans un point unique, mais suivant 
une ligne droite indefinie. L’autre, dans l’un quelconque de ses points, 
est touchde par une infinit@ de plans, qui se coupent tous suivant une 
meme ligne droite, touchant la courbe. L’une peut &tre engendree par 
une ligne droite en mouvement, lautre est enveloppede par une ligne droite, 
qui se meut dans l’espace. 


9. Theorie du contact et de Vosculation. Si denx surfaces se 
touchent en un point donne, lon a, en rapportant les lettres non accen- 
tudes Tune, et les lettres accentudes a lautre surface: 

En introduisant les coordonn&es planaires relatives au plan, qui touche les 
deux surfaces dans le point donne, l’on obtiendra d’abord des quatre pre- 
mieres &quations: 
u=u‘, P=P%, 
et de lü et de l&quation z=2’ on tire d’apres le numero 5: 
w=w‘, 
Si les deux surfaces ont dans le point donn@ un contact du second 
ordre, Ion a, comme on sait, les trois @quations nouvelles: 
et de lä on tire d’apres les &quations (6.) du numero cite: 
L’on pourroit continuer ainsi ü volonte. La theorie du contact de deux 
surfaces en un point donn€@ ou sur un plan donne est donc exactement la 
meme dans les deux systemes de coordonnees dilferentes. 


10. Courbure des surfaces. L’on sait que pour determiner les 
deux rayons de courbure d’une surface donnee en un point donne, Von a, 
Jans la supposition de coordonn£es rectangulaires, T’&quation suivante: 
equation qui se transforme aussitöt en 
Si Don prend un plan quelconque, parallele au plan, qui touche la surface 
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dans le point donne, pour celui des xy, Ion aura v=0, v=0; done 
2. 0° + (R+T)Ö+(RT— = 0. 
En designant enfin par ö‘ et d’‘ les deux racines de cette &quation, il viendra 


1 1 
L’on sait que (— —) et (— —) expriment les rayons de courbure 


des deux sections faites dans la surface proposee par les plans des xz et 
yz, langle forme par laxe des x et celui des y etant queleonque et laxe 
des z perpendiculaire au plan des xy. Pareillement (—R) et (—7) ex- 
priment les rayons de courbure des courbes d’intersection de deux cylin- 
dres eirconserits a la surface donnde et dont les ar@tes sont paralleles ä 
laxe des y et des x, respectivement avec les plans des xz et yz; ou, 
ce qui revient au m@me, les rayons de courbure de ces deux mömes cy- 
lindres, divises par le sinus de l’angle, forme par laxe des y et celui de x. 
Dans ce qui precede, toutes les courbures sont supposdes prises au point 
donne, appartenant ü la fois ü la surface proposee, aux deux cylindres 
circonscrits et aux differentes courbes d’intersection. 

Apres cela lune des deux dernieres @quations fournit le th@oreme 
suivant: 

„La somme des deux rayons de courbure de deux cylindres cir- 
„conscrits ü une surface donnee quelconque, de maniere que leurs aretes 
„„soient paralleles a deux tangentes quelconques, mais perpendiculaires entre 
„elles, d’une surface donnde dans un point donne, est constante et dgale 
„a la somme des deux rayons de courbure de la surface en ce point.” 


1l. Dans le cas que la surface, proprement dite, est remplacee 


par une courbe ü double courbure, l’on a 

RT—S —=(. 
L’un des deux rayons de courbure disparaissant alors, le degr& des &qua« 
tions (1.) et (2.) s’abaisse et lon obtient: 


4.) ö=—(R+7T). 


Kun des deux rayons de courbure d’une courbe (consider€ comme surface) 
est nul par consequent, comme on devoit s’y attendre; Yautre est gene- 


ralement donne par l’equation (3.). C'est ce dernier rayon qui est pris 


dans le plan osculateur de la courbe. 


et 
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Tout plan eontenant une tangente de la courbe doit ©tre cens& la 
toucher. Apres cela linterpretation geome6trique de la derniere &quation 
fait voir, que la somme des deux rayons de courbure de deux cylindres 
quelconques, dont les aretes sont perpendiculaires entre elles et ü la tan- 
sente de la courbe en un point donne, est constante et @gale au rayon 
de courbure de la courbe en ce point. Ce m&me resultat, cas particulier 
du th&or&me pr&c@dent, peut s’exprimer aussi de la maniere suivante: 

„Le rayon de courbure d’une courbe donnde quelconque en un 
„point donne est @gal ü la somme des deux rayons de courbure cor- 
„respondans des deux projections planes de la courbe sur deux plans 
‚„uelconques, perpendieulaires entre eux et paralleles ä la tangente de 
„la courbe proposde dans le point donne.” 

12. Nous aurions aussi pu deduire les r&sultats pr&c@dens de l’une 
des &quations (6.) du numero 5, de celle-ci par exemple: 

R 
RT—5:? 
comme nous allons en d@duire quelques autres r&sultats. Si l’on &erit cette 
equation de la maniere suivante 
= RL, 
l'on obtiendra, en interpretant cet autre theor&me: 

„Si par un point donne et suivant une tangente quelconque Von 
„fait dans une surface donnde une section plane, et si a la m@me surface 
„on eirconserit un cylindre, dont les aretes sont parallcles la m@me 
„tangente: le produit des rayons de courbure, dans le point donn‘, de 
„la eourbe dans le plan d’intersection et de ce cylindre, sera constant et 
„egal au produit des deux rayons de courbure de la surface proposde en 
„ee meme point.” 

Euler a d@montre le premier, qu’en nommant » langle que forme 
laxe des y avec celui des deux sections principales ü laquelle r&pond le 
rayon 0‘, lon a (Dupin, Developpemens de geometrie p. 109.): 

I\ 
et de lä on tire d’apres l’equation (6.): 
—R = + 
Cette Equation donne la courbure d’un cylindre circonscrit quelconque au 
moyen de la direction de ses arctes, et les courbures de la surface pro- 
posdce dans le point correspondant. 
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13. SiS=0, on aura ©galement d’apres le numero s= 0, 
L’&quation (5.) se reduit alors 


. 7T= 


Si l’on s’exprime comme la fait Mr. Dupin, l'on aura donc ce nouveau 
theoreme: 

„Si une surface donnde queleonque eirconserit un cylindre, 
„dont les aretes sont paralleles a l!’une de deux tangentes conjuguces «uel- 
„conques dans un point donne, ce cylindre aura, avec la surface propo= 
„see, un contact du second ordre suivant l’autre tangente conjugude.” 

L’on sait que le produit des deux rayons de courbure de deux 
sections normales faites dans une surface donnee suivant deux tangentes 
conjugudes quelconques et du carr@ du sinus de langle form‘ par ces 
tangentes, soit dgale a une quantit© constante et que la somme de ces 
mömes rayons le soit egalement. (Dupin, Dev. p. 102.) De lä rdsultent, 
d’apres l’equation (7.) ces deux autres theoremes. 

„Le produit des deux rayons de courbure de deux ceylindres cir- 
„conscrits a une surface donnde quelconque et dont les aretes sont paral- 
„leles deux tangentes conjugudes, est &gal a une m&me quantit@ con- 
„stante.e. La somme de ces m@mes rayons divisce par le sinus de l’angle 
„des tangentes conjugudes est @galement constante.” 


14. Pour ne pas &tendre trop loin la presente note, je me borne- 
rai, pour dernier exemple, a enoncer simplement que, dans le systeme de 
coordonnees planaires, des formules integrales nouvelles se prösentent, tant 
pour la quadrature des surfaces que pour la eubature des corps, terminds 
par elles, ces surfaces et ces corps etant limitds d’une autre maniere que 
dans la methode ordinaire. 


15. Je pense que les exemples que jiais pris au hazard et aux- 
quels en eux mömes je n’attache aucune importance, suffiront pour faire 
sentir la possibilite, je dis plus, la necessit@ de parvenir, en poursuivant la 
möme marche, ä une foule de resultats nouveaux. L’on n’a qua par- 
courir les ouvrages de MM. Monge, Dupin, Hachette et d’autres gCo- 
metres qui se sont occupe de la theorie analytique des surfaces, pour en 
recueillir les materiaux pour un livre nouveau sur une matiere qui sem- 
blait usee, mais qui, en se pre@sentant sous une auftre face, est bien loin 
de l’etre. 
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16. Je terminerai par une derniere remarque purement analyti- 
que. Soit 
1. 2,y,x) = 0 
une quation donnee entre z, y, x et les deux coeffieiens diff@rentiels par- 
tiels de z par rapport ä y et x, et supposons qu’on en ait obtenu comme 
integrale l’equation suivante: 
2. 
L’equation diflerentielle proposee peut se transformer dans la suivante: 
3. So — (w— Qu—Pv,—Q,—P) = 0, 
dont on aura @galement lintegrale en @liminant z, y et x entre l’&qua- 
tion (2.) et les trois Equations suivantes: 


dz 


w+-uytvs+z=0, 
Si V’equation (3.) se reduit ä 
4 
lon aura, la place de l’equation (2.), celle-ci: 
Sa 

et de lü on deduira une int@grale, qui ne sera qu’une solution particuliere 
de l’&quation (4.). 

En passant aux coefficiens differentiels seconds, l’on verra qu’une 


Equation quelconque: 
= 0 
est intimement lice avec l’autre: 


de maniere que, Tintegrale de une d’elles Etant obtenue, Vautre siintegrera 
par une simple &limination. Les deux &quatiens suivantes: 
+ = 0, 
= 0, 
dans la derniere desquelles jai change seulement les variables, en fournis- 
sent un exemple; Tune £tant integrable, lautre lest egalement. 

Je m’abstiens ici de toute sorte de developpemens, parceqwil y a 
une maniere plus generale de traiter la m&me question. Javois seulement 
en vue de faire ressortir que, quant ü la possibilit@ d’en obtenir les inte- 
grales, les &quations aux differences partielles se groupent par couples, 
ainsi que cela a lien, quant aux theoremes de geometrie. 


Bonn, le 18, Fevrier 1831. 
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10. 


Quelques theor&mes de geombetrie. 
(Par Mr. L. J, Magnus a Berlin. ) 


Dans un article insere p. 51. du present‘ volume j’ai donne une methode, 
pour tirer de theoremes connus sur des coniques des autres theoremes sur 
des lignes courbes du m&me degre. Mais la möme methode suffit pour 
tirer de ces m@mes theoremes connus des theoremes sur des courbes d’un 
degre plus eleve@; et comme l’application de la methode n’a aucune difhenlte, 
je me borne seulement ü en donner quelques r&sultats qui se rapportent 


des courbes dont les geometres se sont occupes deja depuis tant de siecles. 
Soient donnees 


1°. une cardioide dont l’equation en coord. rect. est 
—4ary — 0; 
2°. une cissoide dont l’@quation en coord. rect. est 
—ay 0; 
3°. une lemniscate dont l’@quation en coord. rect. est 
= 0. 

Designons le point de rebroussement de la cardioide, celui de la cissoide, 
et le centre de la lemniscate par p,. 


I. Soit @levee au point de rebroussement p, de la cardioide une 
perpendiculaire D a laxe des abscisses. Soit p un point quelconque de 
la courbe, tirez la corde pp,, elevez par son point milieu une droite per- 
pendiculaire ü cette corde qui coupera en general la droite D dans un 
point 7, Joignez p et 9, enfin nommez m et n les droites qui divisent en 
deux parties @gales les angles formds par les droites py et pp,; de ces 
droites zn et 2 Tune sera la tangente et l’autre la normale de la courbe 
au point p. 

II. Soient @levees deux perpendiculaires D, D’ ä laxe de la cıs- 
soide, Vune par le point de rebroussement p, et l’autre par le point de 


laxe dont labscisse est Egale a 2«. De möme soient elevees deux per- 
pendiculaires D, D‘ ü laxe de la lemniscate par deux points de cette axe 


dont les abscisses sont €gales respectivement & + Zu et — 75 


= 

N: 
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Soit » un point quelconque de Tune de ces deux courbes, tirez la 
corde pj, , “levez par son point milieu une droite perpendiculaire ü cette 
corde, qui coupera en general les deux droites D, D’ en deux points 9 
et 9,, Joignez pg et p9,, enfin nommez m et n les deux droites qui 
divisent en deux parties @gales les angles formes par les droites 79, P915 
de ces droites 2 et 2 lune sera la tangente et l’autre la normale de la 
courbe au point ?. 

Ill. Si par un peint fixe p pris arbitrairement dans ie plan de 
Pune de ces trois courbes ci-dessus nommees et par le point p, on fait 
passer un cercle €, , il eoupera la courbe tout au plus encore en deux 
points @ et db. Si de plus on deerit deux cercles C,, C, passant tous deux 
par le point ?,, dont lun touche la courbe au point « et Fautre au point 
b, ces deux cercles C,, C, se couperont en un second point 9. Si ensuite 
on fait varier le rayon du cercle C,, les rayons des cercles C,, C, va- 


3 
rieront aussi. Alors le point 9 deerira une courbe qui sera un cercle pas- 


sant par le point 

IV. Reeiproquement, si le second point d’intersection 9 de deux 
cereles C,, C, qui passent par le point >, et dont lun touche une des 
trois courbes en un point @ et lautre en un point 5, se meut sur ıme 
eirconference d’un cerele fixe qui passe par le point p,: tous les cercles 
qu’on peut faire passer par les deux points variables @ et b et par le point 
fixe p, iront passer par un second point fixe ». 

V. Si Ion prend sur une des trois courbes deux points quelcon- 
ques ?,5 Ps, et que par ces points on deerive une suite de cercles: cha- 
cun de ces cercles coupera la courbe tout au plus encore en deux points 
a, b. Or, si Fon deerit une nouvelle suite de cercles dont chacun passe 
par le point >, et par une couple de points «, 4: tous les cercles de cette 
suite se toucheront au point >. 

vi. Si lon deerit un cercle C, touchant une des trois courbes en 
un point quelcongue > de maniere quwil ait deux autres points 9, 9, de 
commun avec cette courbe, si par les points 9, 9, et p, on fait passer 
un second cerele €,, et par les points p et >, un troisiöme cercle C, qui 
touche le cercle €, au point >,: ce troisieme cercle C, coupera la courbe 
tout au plus encore en un point 9. Or, si Von deerit un quatricme 
cereie €, passant par les points > et 9, et touchant le cerele C, au point 
p, ce cercle C, sera le cerele ogeulateur de la courbe au point >». 
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VII Soient @,, @,, @;, @,, SIX points pris arbitrairement 
sur une des trois courbes. Si l’on deerit six cercles p,a,0,, P,0,0,;, 
030,5, Pr qui passent par le point et qui joignent 
respectivement deux points consecutifs sur la courbe: le second point d’in- 
tersection du 1” et du 4”, celui du 2” et du 5"° et celui du 3" et du 
6"° seront situes sur la circonference d’un cercle qui passe par le point p,. 

VIH. Soient @,, @,, @, @, Q@;, SIX points pris arbitrairement 
sur une des trois courbes. Soient deerit six cercles C,, C,,... ©, qui 
passent par le point p, et qui touchent la courbe respectivement aux points 
et soient designes les deuxiemes points d’intersection des 
cercles conseeutifs par du. Si deerit les trois cercles 
bi, Pıbzb;, qui passent par le point p, et qui joignent respec- 
tivement les points b, et b,, b, et b,, b, et b,: ces trois cercles auront 
un möme second point d’intersection. 

Le theor&me suivant est @galement un resultat de lrapplication de 
notre methode. 

Soient et deux spirales logarithmiques &gales, situdes dans un 
möme plan, ayant le m@me pöle 4 et faisant leurs revolutions en sens 
contraire. Designons une revolution quelconque de la spirale $ par r,, 
les revolutions exterieures qui suivent la revolution r, par r,, r,, 7, ete., 
et les r@evolutions interieures qui la pr@cedent par r_,, r_,, r_, etc. D£- 
signons de plus une revolution queleonque de la spirale 3 par g,, les re- 
volutions znterieures qui preeedent la revolution 2, par ete., et 
les revolutions exterieures qui la suivent par etc. 

Cela pose, si lon tire une droite queleonque dans le plan des deux 
courbes, elle coupera une infinit@ de r@evolutions de la spirale S, et cha- 
cune d’elles en deux points. Si l’on designe les deux points d’intersec- 
tion de cette droite et de chacune de ces r@volutions respectivement par 
Q_,,b_,5 Q,, b,5 etc., si l’on joint le pöle 4 et chacıum 
de ces points d’intersection par des droites qu’on imagine @tre prolongees 
ind“finiment au dela de ces points d’interseetion; chacune de ces droites 
coupera chacune des revolutions de la spirale3 en un seul point. Si Fon 
designe le point d’intersection de la droite 4a, ou Ab„ et de la revolu- 
tion Par OU Pm,n, Om peut former une infinit@ de series de points 
diintersection, dont chacune est composde d’une infinit@ de points 
R,„,n de sorte que les indices a, n des points d’une m@me serie ont une 
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difference constante. Tous les points de chaque serie seront situds sur 
une me&me circonference d’un cercle, et tous ces cercles se toucheront 
au point 4. 

Reciproquement, si lon decrit un cercle par le pöle 4, il coupera 
une infinit@ de revolutions de la spirale S, et chacune d’elles en deux 
points. Si lon designe les deux points d’intersection de ce cercle et de 
chacune de ces revolutions respectivement par c,, dis c_,, 
C,, d,; ete.; si lon joint le pöle 4 et chacun de ces points d’intersec- 
tion par des droites, qu’on imagine &tre prolongees indefiniment au delü 
de ces points d’intersection: chacune de ces droites coupera chacune des 
revolutions de la spirale Z en un seul point. Si Ion designe le point 
d’intersection de la droite 4c, ou Ad, et dela revolution par OU 
om peut former une infinit& de series de points d’intersection, dont 
chacune est composcde d’une infinit@ de points Ym,n Om,n,; de sorte que les 
indices 2, 2 des points d’une m&me serie ont une difference constante. 
Tous les points de chaque serie seront situ6s sur une m&me droite, et 
toutes ces droites seront paralleles entr’elles. 
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11. 
Auflösung einiger Aufgaben aus der Calendariographie. 
(Von Herrn G. A. Jahn, Stud. math. aus Leipzig. ) 


Durch eine nähere Betrachtung meiner vor drei Jahren im Druck er- 
schienenen „Fest-Tabelle von 1700 bis 2000,” Leipzig, in der Baumgärt- 
nerschen Buchandlung, wurde ich veranlafst, mehrere, den Jul. und Greg. 
Kalender betreffende Aufgaben zu behandeln, deren Auflösung einer öffent- 
lichen Mittheilung nicht unwerth zu sein scheint. 

Bekamntlich ist das von Gaul[s angegebene Verfahren, den Oster- 
sonntag (Mten März) eines Jahres N, Greg. Styls, rein arithmetisch zu be- 


stimmen, in folgenden Operationen enthalten : 
N a 


l. 19 = 
N b 
N 
I 3 
m+19a __ d 
4. D+ 


6d 
=E+-, 


6. 
wo m und r die für jedes Jahrhundert bekannten Constanten bedeuten. 
Setzen wir uns nun die umgekehrte Aufgabe vor, d.h. suchen wir 
das Jahr N eines gegebenen Jahrhunderts, in welchem der Ostersonntag 
auf den Mten März füllt, so wird diese Aufgabe eine unbestimmte. Ver- 
suchen wir sie aufzulösen. 
1) Folgt aus den Gleichungen (1.) und (2.) nach Elimination von N: 


_ —b—A 
?=5A+z, also x - woraus 


4 + 
A= a—b—4x, folglich 
—= Ja—5b—19 x; 
2) aus den Gleichungen (2.) und (3.) nach Elimination ven N: 


C=c—b—4x‘, folglich 
B=%:—b—7x; 
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3) aus der Gleichstellung beider gefundenen Werthe von B: 


3b+2 2 35+2c—2 


2 
y=b-—?y', folglich 
= Ty', 
—=Na+3c—5b+19y’; 
4) nach Substitution der gefundenen Werthe von x, x’ in die Glei- 
chungen für 4, B, ©: 
A—= — 3a+ 7b— 4. — 28y, 


b = —14« —19ce —133 y’, 
= — Sa +19 
5) nach Substitution dieser Werthe in eine der Gleichungen (1.), (2.), (3.): 
N = —56«+ 1335 — 76c — 532 y’; 
6) aus der Gleichung (4.): 
2D-+z, also z woraus 
D= = —2:+37, also = woraus 


+ m— d, folglich 
3m+ 3d, 
— + 7m— 7d, 
a== 30:"’+11lm —11ld; 
7) aus der Gleichung (5.): 


= 


e—n— %b—2d—E 
4 
E= e— n—?2b—?2d—4u, folglich 
ce = 4b —Id—Tu; 
8) aus der Gleichung (6.): 
d=M—-N- 
Durch die vier gefundenen Gleichungen 
l.d= M—Nn- 
2. = 11m—11d+303', 
3. ce =—In— 4b+ 2e—5d—Tu, 
4. N = —56a —76c — 532 y’ 
sind nun die anfänglichen Gleichungen (I.) so weit reducirt, als es mög- 


woraus 


Il. 


| 
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lich ist, und dienen, sobald in ihnen 5 und e willkürlich genommen wer- 
den, zur Bestimmung von N. 
Folgende Betrachtungen jedoch werden uns noch auf einige Ab- 
kürzungen dieser Auflösung leiten. 
Setzen wir 5 constant, und bilden aus den vorstehenden Gleichun- 
gen die Differenzengleichungen, so erhalten wir: 
Ad=— Le 
Aa= —11Ad+30A:, 
Ac + 2Ae 5Ad— 7&Au, 
AN= —56Aa 


— Le, 


woraus Ad 


Aa=+11&Ae 
Ac=+ — Au), 
AN= —1148Ae —1680A3'+532Au— 


Da nun e nach der Gleichung (3.) in (1.) kleiner als 7 ist, so mufs, da 
die Incremente Ae, Ad, Az’, u. s. w. immer nur ganze Zahlen sein dür- 
fen, Au=%Xe, mithin Ac= 0, also für ein constantes 5 auch c constant 
sein. Folglich ist dann: 

Aa=+ 11Ae+ 

AN = —616Ae —1680 A 3"—532Ay’. 

Wenn wir daher Ae der Reihe nach die Werthe 0, 1,....6 geben, 
so ergiebt sich folgende tabellarische Übersicht der zusammengehörenden 
Werthe von Ae, Az’, Aa und AN: 


AN 
ı] | — 616-532 
2? —1232—532Ay’ 
31 —i 31 — 168 —-532&Ay’ 
41 14 — 
—1] 235 —1400 —532Ay‘ 
61 —21 6 | — 36 —5327Ay’ 
Setzen wir also e= 0, und Ae nach und nach = 0, 1, .... 6, nennen 


die ihnen zugehörenden Jahre \, /V’, N” u. s. w., und bemerken, dafs für 
Ae=0, auh AN=0, mithin auch Ay’=0 sein muß, so haben wir: 


N=\N N" = N— 
N = N— 616 N' = N— 1400 
N'= N —1232 N — 336, 


N'= N— 168. 


— 


142 11. Jahn, einige Aufgaben aus der Calendariographie. 


Übrigens werden wir auf ähnliche Art leicht finden, dafs, wenn für 5 das 
erste Jahr =N ist, dann für b+&AD das erste Jahr = N— 95 AD sein muls. 
Aus diesen Betrachtungen nun geht fast von selbst folgende allgemeine, und 


für die numerische Rechnung bequeme Auflösung der Aufgabe hervor. 


Nachdem das Jahrhundert und der Ostersonntag gegeben ist, be- 
stimme man die Grölsen @, ce aus den Gleichungen 
a = 42 + 11m —11M + 30:", 
ce = — 5M— 7u, 
wo =’ und u so zu nehmen sind, dafs « und c respective kleiner als 19 
und 7 bleiben, so hat man folgende 28 Jahre: 


N = 

N = N — 616 No = Ns +1064 No = 616 
N, = N, — 616 = 616 No = No + 1064 
N, = N, + 1064 N» = 616 N, = 24 
N, = N — 616 = N. + 1064 N. = N„— 616 
N, = N, — 616 Nı= Ns + 24 N, = 616 
IV, = N, + 1064 Ns; = Na— 616 I; = + 1064 
N, =N,+ 4 Ns = Ns — 616 N, = 616 
N, = N,— 616 N; = 1064 Nu za 616 
N, = N, — 616 Ns = 616 N, = N, + 1064; 


von welchen höchstens 4 reell sein werden, d. h. in denen y‘ so gewählt 
werden kann, dafs dadurch die Jahre in das gegebene Jahrhundert fallen. 
Ein Beispiel wird dieses noch mehr erläutern. 


Man sucht alle Jahre des 19ten Jahrhunderts, in denen der Oster- 
sonntag auf den 31. März fällt. 


Hier ist ao M=3l, m=23, n=4, und folglich 


a = + 154 + 303, 
e=— )3— 7u; 
giebt e=4; u=—8, giebt e=3; und daher die Jahre 


452-532 
532 
— 1684 — 532 y‘ 
— 6210 —532y’ 


— 547 —532y’ 
— 1163 — 532 y‘ 
—1779— 
— 715—532y’ 


— 642—532y' 
—1158—532y‘ 
—1874— 532y * 
— 8510—532y’ 


— 737 
—1353— 932 
— 1969 — 532 y‘ 
— 05—532y‘ 


—1236— 532 | —1331—532y'*| —1426 —532y' | —1521—532y° 
— 1552 —532y’ | —1947 —532y° | — 2042 — 532 | —2137 — 9532 y' 
788-532 — 8853—532y! | — 978 —532y‘ | —1073—532y’ 
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von denen nur die mit Sternchen bezeichneten möglich sind; nemlich 1877, 
1861, 1850, 1839. 

Für den Julianischen Kalender, wo für alle Jahrhunderte 7 = 15, 
n=6 ist, wird die Auflösung noch viel einfacher. Man bestimme nem- 
lich die Gröfsen «, ce aus den Gleichungen: 

a = 307 —11M-+ 30:”, 
e= 5M— Tu, 


— 4(14« — 532 

— 4(14a« + 19ce)— 95 — 

— +19c) — 19 — 537 

— 4(14@a + 19c) — 255 — 

wo y’ alle Werthe annehmen kann. Folglich erhält man 4 Reihen von 
Jahren, welche Ostern den Mten März haben. Übrigens ersieht man 
hieraus, dals die Julianischen Ostersonntage nach 5532 Jahren in derselben 
Ordnung wieder kehren. Ein Beispiel scheint überflüssig zu sein. 


so hat man 


222% 


Um zu bestimmen, in welchen Jahren eines gegebenen Jahrhunderts 
der Februar 5 Sonntage hat, setze man in den Gleichungen (11.) 
M=?235+7.AM 
e = 0 
0, 
so erhält man, nachdem d eliminirt worden ist: 
a= —66+11m — 77AM + 307”, 
e = —30— 2n Tu und 


N = — 560 —76c— N, = N, — 616 
N =N-— 616 N; = N — 616 
N, = N — 616 N, = N, +1064, 


N, = N, 
wo AM nach und nach = (0), 1, 2, 3 gesetzt wird. 
Beispiel. Für das 19te Jahrhundert hat man: 
m=23, n=4; daher für AM=0: 
a.==..... 187. 302” 
7u; 
"= —6 giebt e=7; u=—6 giebt c=4, und daher die Jahre 
— 696 — 
— 1312 giebt 1550, 
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— 1928 — 532y' 
— 864 — 532y‘ 
— 1480 — 532 
— 1096 — 532 
— 1039 — 532 
fürrAM=1 folgt 110 
— 73— 7u; 
-——3 giebt +20; u=—11 giebt e=4, und daher die Jahre, 
wegen a= unmöglich: 
für AM=?2istt a= 334 303 
ce = —108S — 7u, 
giebt e=3; uv=—16 giebt c=4, und daher die Jahre: 
— 1058 — 532 y’ 
— 1704 — 
— 640 — 532y’ 
— 1256 — 532 
— 1572 giebt 1852, 
— 808 
fr AM =3 st a = — 
e—=—143— 7u, 
+? giebt e=16; uv=— 21 giebt e=4, und daher die Jahre: 
— 1200 — 532 y’ 
— 1816 — 532 y' 
— 1432 — 532y'*, giebt 1824, 
— 1368 — 532 y' 
— 1954 — 532 y’ 
— — 532 y’ 
— 1536 — 532 
fürrAM=4 ıst e = — 121 +30: 
e= —175S— 7u, 
giebt v=—% giebt c—=4, und daher die Jahre, 
wegen unmöglich. 


Um alle Julianischen Schaltjahre mit einem gegebenen Östersonntage 
und bekannter goldnen Zahl zu bestimmen, setze man in den Gleichungen (II.) 
a = goldene Zahl —1, 
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und es kommt 
302" + 165 — 11d, 
2le — 12—5d—T7Tu, 
— 362 — 


Aus der Gleichung (II.) folgt: 


ati1le 
3 


3 
32’+ a, folglich 
4a, 
—Ile+15; 
ferner aus der Gleichung (I.) 
e— M— N—d. 
Die beiden gefundenen Gleichungen 
d= — 30«—11le+15 
e= 
verbunden mit den 2 letzten in (IIl.) sind die zur numerischen Auflösung 
erforderlichen Ausdrücke. 
Beispiel. Man sucht die Julianischen Schaltjahre mit der goldenen 
Zahl 14, in welchen der Ostersonntag auf den 19. April fällt? 
Hier st M=50, e=13; folglich 
d = —30«—128, 
e—= 28 —d, 
ce 2e— 12 —5d—Tu, 
N= — 56. 
«= —5 giebt d=22, folglich e=6, daher 
ce= — 110 —7u; 
u=—16 giebt c=2, folglich V=—880— 532y’. Der kleinste Werth 
von y = —2 giebt 184, 
Man hat daher die Jahre 
154 
716 
1248 
1780 
2312 
2544 u. Ss. W. 
Leipzig, im März 1830. 
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82. 


De resolutione algebraica aequationis X”=1, sive de 
divisione cireuli per bisectionem anguli septies repetitam 
in partes 257 inter se aequales commentatio coronata, 
(Cont. Diss. Vol. IX. Fasec. 1.) 


(Auct. Richelot, Doct. phil. Regiom. ) 


Pars altera. 
VII. 


Cuamquam in jis, quae modo exposita sunt, problemati proposito satis- 
factum esse videtur, tamen formula una desideratur, qua singula quaeque 


2c tc. protinus expriman 


tur. Substituentes quidem valores ex aliis aequationibus quadraticis de- 
sumtos in aliis sequentibus, sensim struere liceret formulam quantitatis 


periodus (2, 1) (2,2) etc. sive 2 cos 


1) = 2008 illud vero negotium quantopere complicatum sit nemo 
est, quem fugit. 


Prorsus vero alia totum problema solvendi via, nec non formulam 
desideratam struendi patet. Periodos enim quatuor formae (64,), octo 
formae (32,), sedeecim formae (16,) etc. ex aequatione respective quarti, 
octavi, sedeeimi ordinis, nec non denique centum viginti octo periodos for- 
mae (?,) ex aequatione centesimi vigesimi octavi ordinis protinus eliciendi 
problema propositum sit. OQuae aequationes per methodum celeberri- 
mam solvi possunt, «ua ostenditur, quomodo radices aequationis X""P—=1, 


ubi 2772 + 1 numerus primus est, per aequationes auxiliares ordinis #, qua- 
cum radices formulis trigonometricas funetiones angulorum formae 2. 
continentibus exprimantur, sine ulla ambiguitate determinare liceat. 
In exemplo proposito, quia an +1 == 257 est, aut =?, aut =4, 
aut =, aut —= 16, aut = 32, aut = 64, aut —= 128 ponitur, ita ut ex 
theoremate modo praemisso sequitur, periodos formae: 
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formulis determinari posse, quas f#rigonomefricae functiones angulorum 


respective 
2 4 8 16 32 64 128 


componunt. 

Ita hic semper in bisectione anguli saepius repetita, tota solutio nititur. 

Quamvis vero elarum sit, ultimam suppositionem = 18 brevis- 
simam totius «quaestionis solvendae viam munituram esse, quippe quia in 
ceteris suppositionibus non radices ipsae eliciuntur, sed earum agereyata 
maiora, inde ex quibus ad periodos (?2,) eruendas novus calculus adhibea- 
tur necesse est, in illa vero periodi (2,) ipsae excutuntur, quae radices 
ipsas facilius praebent; attamen antequam ad illam solutionem generalem 
aggrediar , octo periodos triginta duorum terminorum formulis coneinnis 


determinare velim. 
VII. 


Sit radix ulla adhuc indeterminata aequationis: 


atque ponamus, numero 3 rursus tanquam radice primitiva numeri 257 


supposito : 
8 


8 16 24 
=rtr+r +ee +r, 
nec DON P,5 Pay functiones tales quantitatis sint, quae ex p,, 


loco ipsius r ibi posito respective: 
2 7 


oriuntur. Jam clarum est, si introducatur ex priori parte notatio haeec: 
r=(1), ?=(2) etc., fore: 
= (33,1, pr=(323,3, R=(33,3°) ete., (323,3) 
Hanc ob rem ex eodem notissimo theoremate, quo in artic. IV. ad pro- 
ductum (32,1) (32,81) determinandum usi sumus, secunda tabula adhibita, 
valores productorum 2, Pıs Po PoPz» PoPı, P’ tamquam lineares func- 
tiones quantitatum Pı> Pas ?; derivantur; habemus igitur: 
+55 +29 +57 
32 +49, +6, +05 +29, +69 27: : 
De quibus valoribus nonnulla placet animadvertere. 
19 * 
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I. In quatuor prioribus expressionibus summa co@fkeientium quan- 
titatum p est = 3}, in ultima vero a1 = 31. Quod 
ex natura productorum facillime generaliter demonstrari potest. Jam enim 
productum p,p, exempli 'causa, quippe quod = (32,1) (32, 3*) est, nec plus 
nec minus quam triginta duos terminos formae (32,) continere posse, in 
art. IV. expositum est; quas periodos (32,) rursus per quantitates p exX- 
pressas, numerum 52 assequi clarum est. In ultimo vero producto, una 
triginta duarum periodorum ortarum erit (32,0) sive = 32, = 
(32,1) (32,1) atque hoc erit: 

Jam vero notum est, nullam aliam potestatem ipsius 3, nisi 12Stam esse 
== —1(257), unde sequitur in serie illa nonnisi terminum (32,3'?-++ 1) 
fore = (32,0)= 32. Restant igitur adhuc 31 termini formae (32,) sive 
31 quantitates q. d. 

Hanc demonstrationem prorsus generalem esse, simulac loco ipsius 
257 ponatur numerus primus 572 +1, nemo est quem fugit. 

U. In expressione prima, co@fficientes quantitatum p, et p, üdem 
sunt, nee non ipsarum p, et >; ete., id quod iam in art. IV. (per theorem. 
disq. arithm. 350) demonstratum est. 

II. Ex quinque his expressionibus, indices promovendo, novas 
veras effiei, e natura quantitatum > elucet; ita ut habeamus ommia producta: 
pi. etc. per lineares functiones quantitatum expressa, quorum tria 
priora eandem legem inter co@llicientes sequuntur, quam formula ipsius'p,.?;» 

IV. Adhibita denique aequatione nota hac: 

per (—32) multiplicata, ex formula ultima pro ?,p, hanc assequimur: 
3. = 26 — 32 30 26 — 30 — 30 5 
unde novae formulae pro P,Pı> ?2P, etc. per solas quantitates p expressae 
derivantur. 

Inde ex formulis (1.) et (2.) una cum iis quae indices promovendo 
sequuntur, earum functionum invariabilium ex octo quantitatibus p com- 
positarum valores numeriei enumerari possunt, quae aequationis octi ordi- 
nis, «uantitates p tanquam radices continentis, co@fhicientes sunt. Cuius 
aequationis igitur terminus secundus = 4, erit: 


d= — ete. +1, 
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terminus vero tertius = 4, summa binarum quantitatum > inter se multiplica- 
tarum, quippe quam, notatione nota adhibita (p”) = + tete. +7", 
esse constat 


Sppt+ 4.2p 225 —1 419 
Terminus tertius = 4, eiusdem aequationis erit: 
— 3 


quantitatem vero ex 3) per multiplicationem ipsius p, pP, per p,, for- 
mularum 1) ope invenimus: 
= — 150 162 — 186 — 1806 p- > 
unde fluit 
75+158-+150+198 + 174-4162 + 186 +186 — 1239, 
nec non: | 
A, = — 542. 
Prorsus simili ratione sequentes numerantur co@fficientes, quos 


. . . .. . 256 3 
ficientes respective co@fihicientibus binomii evoluti (r —) secundum 


modulum 257 congruos esse notum est; id quod calculo apud tres nume- 


ratos comprobatur. 
His praemissis, R esse radicem aequationiss cuius octava 
demum potestas —=1 fiat, ponamus; sit igitur R=c0os7 +/sinz ; iam 
omnes ceterae radices erunt: 


st .. st 


st . 
3 ED — 
== cos = —(0087 +/sinz 
4 R = coss = —1, 
R = 087 +:!sing- = — — 
=: cos „, = 
R = = +1. 


Tum ponamus: 
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nee non f; , /s, Jı etc. eas quantitatis A functiones significent, quae ex f,, loco 
ipsius positis respective: 

R’, R* etc. 
Quarum funetionum valores numerici inveniantur, ut ipsas quantitates p de- 
terminemus, necesse erit. 


Jam vero clarum est, ex indole ipsius f,, esse: = —1, nec non 
quippe quia R”*ete. =1 est. 

Ceterarum vero septem functionum f,, / ete. f; valores haud sine 
calculo sequenti determinari possunt. 

Ponamus nimirum e theoria huc pertinente notum esse, id quod 
facillime demonstratur, productum f„ f, semper formam (FR) f,.+. induere, 
ubi FR quantitatem ex potestatibus ipsius A compositam significat, quae 
coöfhiciens est quantitatis >, in evolutione lineari producti f„.f» 


Jam vero ad finem nostrum tria genera functionäum FR introduca- 
mus. Primum sit igitur: 


Dil 


unde eo ut loco ipsius R ubique respective A’, R’ etc. substituamus, novae 
aequationes, novaeque functiones FR subordinatae efhiciuntur. 
Asgrediamur ad determinandas quantitates (5.). Habemus: 
Si vero in funetione f, indices quantitatum p per 1, 2, 3 augeantur, ex f, 
oriri respective clarum est: 
Rf, Rp, 
hanc ob rem ex producto ff; oriri respective: 
Riff, 
sive coefhicientem ipsius A? in ff, ex co@ffieiente ipsius augendo in- 
dices per 1, oriri intelligitur, ipsius vero #* eodem modo ex co@fficiente 
ipsius 7° etec., unde sequitur, productum f, f, hanc induere formam: 


tum: 


denique vero: 


ubı 
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ponamus necesse est, ceterosque co@ffieientes indices augendo in ordinem 
a,b, a,b, a,b, derivare licet. 

Facile animadvertitur aggregatum «a, haud mutari, si omnes indices 
per numerum 4 augeantur, unde ex theoremate noto sequitur etiam in 
lineari forma ipsius «@, co@fficientes quantitatum >, et p, eosdem esse de- 
bere, non minus quam quantitatum et et Ps et Idem 
apud aggregatum valet theorema. Id quod caleulo comprobatur. Aequa- 
tionibus enim (1.) nec non iis quae inde sequuntur, adhibitis naneiscimur: 

— 259, —323p, — 40 — 32 — 25 — 32 — — 32 pr; 
+ + 30 + + 26 pP; 
Hinc dedueitur facillime: 
6. FR=—25-+34R— 32 +26 — 40 35 32 RP +30 
unde derivantur (RP), etc. 


Iam vero ad secundam speciem transeamus Habemus: 

Quia valorem haud commutat loco ipsius /? posito nee non in 
Jı/; ommibus indieibus quantitatum p per 1 auctis, oritur /* f, f;, conelu- 
dere licet, in quantitate f, f coe@fficientes ipsorum Zt? et A” inter se esse 
aequales, non minus quam ipsorum Zt et Zi atque Zi? et /, tum vero etiam 
coefficientes ipsorum et indices augendo oriri respective ex 
ipsorum coöfficientibus. Id quod calculo comprobatur. Po- 
nere enim licet: 


PoPo +P:P: + Pa + + + 2 
= PpPıTt Pı Ps + Pıt P;5 + Pr + Pr P: » 
= Po Pı + Pa P3 + Ps + + Po P3 + Pz Ps + P: + Ps 
Qui coefficientes formularum (1.) et (3.) ope ad lineares formas has re- 
ducuntur: 


,=—8% — +p:+ pP) 


Unde derivatur: 
7. 30 — 34° +32 RP+34 
quae formula etiam quantitates etc. suppeditat. Tertium 
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senus functionum Z’R est adhuc determinandum. Contendo vero esse: 
= 37, 
quod ita facillime demonstratur. Habemus 
h= 
unde sequitur, signis: 
= tp p et. 
etc. 
introductis: 
ff = Zpp 
Ouia f-, indices per 1 augendo, ft =ARf, nec non f, per eandem com- 
mutationem f,, elarum est f,f fieri, si indices per 1 augeantur, 
— f,f-; unde sequitur, quod iam formula docet, coöfficientes omnes pote- 
statum ipsius /? in f, / haud, si indices omnes augeantur, mutari. Eodem 
modo, quia f, /; valorem suum pro R', R’ sive R’, R° etc. substituto 
haud commutat, cocfficientes, sicut in formula apparet, ipsorum R et R’ 
eosdem esse, nec non ipsorum Zi? et /i” etc. intelligi potest. Iam ponamus: 


pp: = ap + np +9 
tum erit 
— Zp,p = 


quippe quam summam coöfficientium esse = 32 in animadversione prima 
artic, huius ostenditur. Similiter sequitur esse: 
Zpp =— = = = 
= 
quibus collectis fit: 
= 8-3? — 31 R+R+ 


sive cum 


Hinc sequitur, (A) semper esse = —257. Unde derivare licet 
FR? etc. esse —=257, una quantitate excepta, ubi suppo- 
sitio etc. +R’= —1 falsa est; ibi enim fit et 
simulac loco ipsius substituatur, hance ob rem = —1. Inde 
ex prima aequationum (5.) sequuntur hae: 


sit: 
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IJ= (F'R)J > 
(FR) 
Sßh=(F'R)f, 
Js» (F'RP) 
Jh = (FR); 
= —(F'R), 
ex quarum ultima sequitur: 
FR=_, = 


Ex secunda aequationum (5.) sequuntur hae: 

u (F R).fı> 

= (F"R)fs = —(F"R), 
hf = (F"R?). 

Seh = = —(F"R), 
Sch = (F"R’).J; 
(F"R’).fı 

Jh = = —(F"R), 


10. 


unde derivatur esse: 
F"(R) — F"(R), F"(R°) — F"(R’), 
F"(R) = F"(R%), F"(R) = —1. 


Ex aequatione (8.) denique sequuntur hae: 


337, 

1 357, 
Jh = 357, 
337, 


Aequationibus (11.) cum (9.) et (10.) collatis nanciscimur: 

= sive (F'R).{F'R) — 
12, sivre (FR)(FR) =? 

ff, sive (FR) (F'R) = 

— 257, 

= (F"R) sive R)(FUR) = 257, 
13. FR=—%, FR=—937, FR= —%7, 

(FR) sive (FFR).(F"R) = 257, 
Cretle's Journal d. M. Bd. IX. it. 2. 20 
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Tum denique erit: 


14. sive: (Ft — (F"R), 

Adiiciamus adhuc theorema memorabile de functionibus FR* hoc: 

Si functio talis est, quacum (F multiplicato, numerus 257 
oritur, omnesque potestates ipsius ad A, A’, aequationum 
sımma quadratorum coefficientium quantitatum AP, in functione 
FR* erit = 257. 


Demonstratio. Ponamus, si @,, @,, @,, a, numeri integri sint, 
FR =ah +aR, 
tum erit: 


unde colligitur, cum = 257 sit: 
(RR) 

Quantitates RR) et irrationales sunt, nec non =0, 
unde sequitur esse 

5. q ed. 

Corollarium. Ex eadem causa est: 

0 = 2A, —A;) 0087 

sive: 
16. = (a,a,) 

Cum in utraque formula (6.) et (7.) co@fficientes ipsorum Fi? et A iidem 
sint, sequitur, formulas has F"R non minus quam inde derivatas- 
F’R’, F"R°, F"R’, quippe in quibus singulis semper 
co@fficientes illi aequales maneant, coefficientem «a, habere =0; quo va- 
lore in (16.) substituto, fit: «= «,, sive: F'R haud mutatur loco ipsius 


R ubique substituto, 
FR=FNR, 
sımiliter : 


F" R — F" 

F" R’ — R, 
quae aequationes aequationibus (14.) satisfaciunt. 


12. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X’ —1. 155 


Quae omnia cum ita a priori derivata sint, iam adhuc per calculum 
comprobentur. Quem ad finem functiones F* et F" ipsae determinentur, 

Habemus aequationes (6.) et (7.), unde omnes quantitates Z' et F" 
derivandae essent. 

Jam ibi ae«uationes has adhibeamus: 

R+R=0, 
quae cum, loco ipsius Zi, /”* substituto, haud mutentur, valores inde 
prodientes: 
FR=15—4R—4R, 
non minus quantitates (F’ (F"R?), (F"RÜ), F"R’) sup- 
peditabunt respective, quam aequationes (6.) et (7.), dummodo pro Zt sub- 
stituatur respective Zt, AR’, 

Valores vero functionum F’R?, F"R’, (6.) et (7.), 
derivantur loco ipsius /t, A? et A substituendo; id quod valde diminuitur 
negotium, si antea in (6.) et (7.) aequationes hae 

127? =0, R+R=0, R+R=0, ete. 
adhibeantur, quippe quae loco AR? sive substitutis haud commutantur, 

Valores functionum (Ft?) et (F"R*), in aequationibus (6.) et (7.) 
posito, emanant. 

Valores denique et F" ex iisdem formulis, {= 1 posito, 
oriuntur. 

Inde prodeunt hi valores: 


FR=—4R—4R— 
FR= = — 257, 
F'R = — 257, F"Rt = — 1257, 

17. 
KR, F"R = —257, 


In his aequationibus calculo inventis omnia theoremata in aequationibus 
(11.), (12.), (13.), (14.), (15.) contenta se offerunt. Ita exempli gratia 
summa quadratorum co@fficientium in "Rest: 2+#°+15°= 257, in FR’ 
est: 16° +1? = 257. 

Quantitatum F' et F" tribus utimur ad determinandos functionum 
fi, £ etc. f- valores; nimirum (Ft) nec non (F"Ä) quam vero 
—=I'R esse invenimus. Quae quantitates numerandae hanc formam induunt: 

20 * 
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FR=y(257) (cos, +isinY)=F'R, F'RR=yY (257) (cos, + isin9,), 
FR = y(257) (cos,—isin9,), 
quia (FR) 257 nee non quantitas realis est, 
et: (FR) = 257 nec non FA? + quantitas realis est. 
Unde revocatis aequationibus (4.) et (17.), invenimus: 
15, v257)sing, = —Sy}, 
= —1, (257)sin9, = 16, 


unde numerantur: 


UM 
Ad quantitates f ipsas computandas, attrahantur aequationum (9.), (10.) 
et (11.) idoneae. Habemus enim: 


257 257 
18. fs fi = F, 
F"(R).f, 257 
= 


tum denique: 

Quia (f,) per aequationem octavi ordinis data est quantitas, octo valo- 
res diversos assumere potest, una vero supposita omnes ceterae quanti- 
tates /, cum per lineares functiones in aequationibus (18.) exprimantur, 
certis valoribus fruentur. Ex octo valoribus quantitatis f,, quem eligas, 
perinde est, unde postea dependebit quae nam fuerit illa radix toti calculo 


557 sin > ubi x adhuc indeterminatum 


supposita ”; quae erat = cos 


mansit. Ponamus igitur: 


tum erit: 
19, = 
V (257) (F' R) 357 


77857 


Inde vero etiam clarum est, functiones fs fr fh 
has formas induere: 
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= v (257) (cosw, + isinw,), = v (257) (cos w, —isın w,), 
= v (257) (cosw, + i sin w,), (cos w, —i sin w,), 
= (257) (cosw,+ w,), 257) (eos — sin 
= v(357), 
ubi anguli zo hos valeres accipiunt: 


Ex datis sequitur, aequationibus adhibitis: 
R+R+R...+R= 
etc. , 


et. +p;R 


cum habeamus: 


etc. + p, 
etc. 


+p 


esse: +/: +5 +fs +f 
sive 
20. 85% = —1-+Yv(257) +2y (257) (cos w, + cos w, + 005 w,). 


Prorsus wor ratione invenitur, esse: 


inde sequitur: 


21. 897. = —1+y(257) 
+ 2.5 [cos( (w, 7) +00 (w,—m.S =) + cos (2, — 


superiori signo, Si 772 numerus par, inferiori, si impar est, valente. 


ın 
In sectione priori inventum est, radice r supposita c08 555 


(2, 1) esse = 2005555 hanc ob rem hi valores: 


(323,1) = + 11,8604556, (32,3%) = — 2,6143817, 
(32,3) = + 0,2677706, (32,3) = + 1,3214192, 
33,3) = + ,%57914, (32,39) = — 3,9962556, 
(32,3) = — 6,3864173, 39,3) = — 3,71338233 


in ista suppositione computati, valent pro: 
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r = 257 SI aut 008 +ı sin aut 
3:65.25 ırı 3248,97 3?+3,9 
008 —— +isin 
r= 008 etc,, aut 008 +isın 057 


sive quod ex tabula secunda legi potest pro: 
121.2 'n 121.27 


(087 +!sin ut r=c008 +tis aut 
8.210, . in 8.27 17.28 17.20 
"= 00857 +!sin etc., aut r = cos —— 957 


lam vero quaestio oritur, quinam valores pro r ponantur, ut, ?,> Pı 
etc. ?„ praescriptos valores habeant. Quae quaestio facillime ita solvitur, 
Inter octo quantitates >, P,, quae per aequationem (20.) determinetur, ma- 
ximum positivum valorem assequi facillime, adhibitis valoribus v,, w, et 
:0,, diiudicari potest; hano ob rem p,= (32,1) fiat necesse est, quod cal- 
culo comprobatur ita: 


cos(w = — c = + 0,97412293, 
cos w, 008 = = + 0,68469765, 
cos(w, = = + 0,53170804, 


fit 
unde = 11,8604553. 


Inde elarum fit, fore: 

p,= (32,1), p = (32,3), (33,3) ete. (32,3), 
atque r iisdem valoribus suppositis ac antea frui. 

Adiiciendum adhuc est, valorem p,, qui est aggregatum sedecim an- 
eulorum tale: 


I 

200635. 757 +2 008 +2 23. 27 7 + 2008 70.557» 
2cosil. cos 67 cos SS. 2008? 2 ma 
” 257 22. 957? 

AL En mr 
200546 . + 2008117. +2cosill. 357 + 2cosI2 


veometrice per bisectionem anguli construi posse. Cum enim sit: 
= 


+2y (257) [cos (w,—ın. 2) + cos (w,—m. cos 
atque 29, +9 
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ubi anguli 9, et 9, determinantur aequationibus his: 

15 3 1 16 
primum anguli 9, et 3, construantur, deinde anguli w componantur, tum 
denique formula ipsius Sp, per geometricas constructiones exprimi potest. 

Haud denique erit inutile quomodo formula ipsius Sp, cum lormu- 
lis ex priori parte emanantibus cohaereat, ostendere. 
Ex interpretatione signorum f hae aequationes identicae sequuntur: 
=— 1; 
Fi (125, 1)— (128,5), 
= + pP) — = 24(64,1)— (64,9), 
= pP.) —= — 4(32,1)— (32,81), 
quibus aequationibus apte inter se additis evadunt hae: 
—14+ 11128, — (125,3)] D—64,9)] 
et 85% =—1+[(125,1)— (125,3)] 21641) —(64,9 |» 
Ex articulo VI. vero sequitur: 


c0oI, = 


2 


= 64,9], 
unde accipimus: 
et 8, [64 |, 
quibus formulis comparatis cum his: 
tp) = (257) cosw,, 
= —1+y(257) +2y (257) (cosw, + cosw, + 008 


fieri apparet: 
(128,1) +64) = v(?57)cosw, et 
2y + 3(64,1) + (64,9)] = (257) (cos w, + 008 10,). 
Quod etiam calculo comprobatur. 

Quae cum ita sint, formulas novas in hoc articulo inventas, nihil 
aliud esse, quam concinniores expressiones trigonometricas loco magis com- 
plicitarum formularum algebraicarum fungentes, exposuisse mihi videor. 

IX. 

Nihil impediret, quo minus prorsus simili caleulo omnes sedecim 

valores (16.) tanguam aequationis sedecimi ordinis radices definiantur, nec 
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non duae et friginta periodi (8,) tanquam aequationis 32ti ordinis radices 
etc. adeo denique 125 yalores, (?,) tanquam radices aequationis 128ti or- 
dinis per formulas concinnas trigonometricas perhibeantur. Ne vero quid 


in dubio remaneat, generalem aeduationes illas solvendi viam quam bre- 
vissime adumbremus. 


Omnes has aequationes tales esse constat, ex quarum radicibus to- 
tidem functiones lineares, ac numerus radicum, constitui ac determinari 
possunt. Sit igitur pa +1 numerus primus datus, nec non pn radices 
aequationis: 

” pm "pm—ı m—2 
Arm LX -X+1= 0, 
in zn diversa certa aggregata, quarum singulum quodque > terminos con- 
tinet, segregentur. Tum haec aggregata radices fiunt aequationis resolu- 
bilis ti ordinis, quae quomodo solvatur, ostendere velim. 


Si Zt radix aequationis ÄA”—= 1, cuius nta demum potestas fiat = 1, 
supponatur, quippe quae formae erit, 

A == 208 + 

ubi Ak et 2 numeri inter se primi sunt, si deinde: 


m radices aequationis solvendae assumantur, illae aequationes lineares, de 


quibus sermo erat, fiunt: 


2kr 
m ? 


+ + It + etc. + 
tr. +ete + pm, RT, 


etc. 


== Po Pı Rr + + etc. 4 P (m=ı) 


Quantitates 


ex indole propria aequationis solvendae determinabiles, multis theoremati- 


bus de ipsis funetionibus fi, / etc. /„ introductis, per functiones trigono- 


In 47 


6n . 
metricas angulorum —, „, eXxprimuntur, Quippe quorum theorematum 


primum, id quod simili ratione ae pro m=8, generaliter demonstratur 


est hoc: 

In = pm+ 1. 
Valoribus quantitatum /,, etc. determinatis, hisque aequationibus iden- 
ticis adhibitis: 
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=0, 
R®+-R P+et. 0, 


etc. etc. etc. 
Rr= Leite. + 0, 
hae radices aequationis solvendae nti ordinis emanant. 


etc. 


In articulis praemissis casum, ubi pm +1=257, nec non m=8 est, ex« 
plicatum invenis. Ceteri omnes casus eandem methodum sequuntur neo 
non in ultimo, ubi = 175 est, continenfur; quippe quem casum in se- 
quentibus articulis satis accurate expositum atque elaboratum invenire licet. 


Cont. seg. prox. ) 


Crelle's Joninal d.M. Bd. IX. >] 
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‚13. 


(Vom Herrn Prof. H. F. Scherk in Halle.) 


Das diese Reihe, in welcher bekanntlich der Coeffhicient jeder einzelnen Po- 
tenz von x so viele Einheiten enthält, als der Exponent ganzzahlige Divisoren, 
die gröfste Aufmerksamkeit verdient, ist wohl keiner Frage unterworfen. 
Denn da die Exponenten die natürliche Reihe der ganzen Zahlen bilden, so 
erhält man hierdurch nicht blofs successive die Anzahl der Theiler jeder gan- 
zen Zahl, sondern auch, was noch wichtiger ist: die Primzahlen erschei- 
nen eine nach der andern, und zwar auf eine bestimmte Weise von den 
zusammengesetzten Zahlen geschieden, indem der Coefficient jeder Potenz, 
deren Exponent eine Primzahl, gleich 2, der CGoefficient jeder anderen Po- 
tenz hingegen größer als 2 ist. Würe es eine Möglichkeit, die Potenzen, 
deren Coeflieienten grölser als 2 sind, aus der ursprünglichen Reihe, so 
würde der Rest eine Function abgeben, durch deren Entwickelung man die 
Primzahlen nach einander, und nur diese erhielte. Gleichgültig, ob dies Ziel 
zu erreichen ist, oder nicht; auf jeden Fall scheint mir jeder Beitrag, der 
zur genaueren Erforschung der Natur unserer Reihe führen kann, dankens- 
werth. Einen solchen, und zwar einen ausgezeichnet schönen, hat bereits 
Herr Dr. Clausen in diesem Journal (3. Band, 8. 95.) gegeben, indem er 
erwähnte, dafs sich die Lambertsche Reihe in die folgende: 


verwandeln lasse. Da, so viel ich weils, von dieser Umformung noch 
kein Beweis gegeben ist, so mag hier zuerst ein solcher mitgetheilt werden, 


oc? ac? 


Entwickelt man nämlich die einzelnen Glieder T 1: ae Ki 


durch blofse Division und setzt die Resultate unter einander, so erhält man 
xt" +2? +2’ +2’ + etc. 
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+2 +2" +2" +2" + eto 
+ + + Pat + + + + etc. 
+2°+ + +2" + 2° + etc. 
etc. 
Nimmt man von diesem Quadrate die Glieder weg, die in der ersten Horizon- 


talreihe, und die in der ersten Verticalreihe stehen, so ist die Summe der- 
selben = 


1— x 
Verfährt man mit dem übrigbleibenden Quadrate auf gleiche Weise, so ist 
die Summe der weggenommenen Glieder = 


Wiederholt man dasselbe Verfahren bei dem nunmehr übriggebliebenen 
Quadrate, so erhält man 


+ 20° + + = 


1— 

u.8.f. Da jedes Glied von der Form x””, wo 7, n verschiedene Zahlen 
sind, sowohl als z2"* in der n“" Horizontalreihe, als auch als n'" in der 
n“® Verticalreihe erscheint, und aus demselben Grunde in der Diagonale, 
deren eine Spitze x ist, nur solche Glieder stehen können, deren Expo- 
nenten die Quadrate der natürlichen Zahlenreihe bilden, so hat man, nach- 
dem die angegebene Operation 2—1 mal vorgenommen worden, das 2‘ mal 
hinwegzunehmen : 


+ 
etc. 
= etc] = x” (=), was zu beweisen war. 


Beiläufig mag noch bemerkt werden, dafs dieselbe Reihe in eine 
unendliche Anzahl begrenzter oder unbegrenzter Reihen zerlegt werden 
kann, deren Exponenten arithmetische Reihen der zweiten Ordnung bilden, 
und die man daher schicklich geometrische Reihen der zweiten Ordnung 
nennen könnte. Nimmt man nemlich von der obigen Tafel zuerst x, dann 
die beiden x’, dann die mit ihnen parallel liegenden Glieder x’, x', x°, 
hierauf die abermals auf einer Parallele stehenden x*, x", x°, x° weg, und 
fährt auf gleiche Weise fort, so ist die ursprüngliche Lambertsche Reihe 
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auf folgende Art zu schreiben: 


x 

+2°(2+2) 

+ x'(2-+2x°) 

+ 


etc. 


Nimmt man hingegen zuerst die in der Diagonale steher.den, dann 
die in den beiden ihr nächsten Parallelen liegenden (gleichen), dann die 
auf den beiden nüchstiolgenden Parallelen befindlichen Glieder u. s. f., so 


erhält man: 
z + "+ "+ etc. 
+22” +22" + etc. 
+20 +20 +22 + 22° + etc. 


+ 22” + 22” etc, 
So viel von diesen Anordnungen. 
Es sey nunmehr 
x 
= x + FR," = >, 
so zeigt, wie erwähnt, 7", die Anzahl der Divisoren von r an, und wenn folglich 
ist, Wo 2, m, 7, Primzahlen bezeichnen, so ist 
= 
Sind ferner 1, (, €, » die Wurzeln der Gleichung 1 = 0, 
so erhält man, wenn in (1.) nach einander x, für x ge- 
setzt, und die Resultate zu (1.) addirt werden: 
Der zweite Theil dieser Gleichung läfst sich aber je- 
desmal durch eine begrenzte Anzahl von Functionen @ aus- 


3 
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drücken, deren Argumente Potenzen von a” sind, Dies soll 
hier gezeigt werden. Ist nämlich 
Erstens p eine Primzahl, so bemerke man, dafs alle Werthe, 
die } erhalten kann, in solche zerfallen, die nicht durch p theilbar sind, 
und in solche, die durch p getheilt werden können. Es stelle @ jeden in 
die erste, 5p jeden in die zweite Classe gehörenden Werth von } vor, so 
ist klar, dafs 5 jede ganze Zahl bedeuten kann, und dafs 

ist, wo das erste Summenzeichen des zweiten Theils dieser Gleichung sich 
auf jeden ganzen, durch > nicht theilbaren Werth von @ bezieht. Num hat 
aber jedes @ die Form 4“BPCr...., woA, D, C, .... von einander und 
von p verschiedene Primzahlen anzeigen; folglich ist 

F, = = 2F,. 
Jedes 5 hingegen hat die Form 44° C7....p".... (wo = auch = 0 sein 
kann); demnach ist = e BP = 
2F,,—F,. Demnach ist 

—=22,F,0”+ 22, F,, — >, 


d.h. weil in dem zweiten Theile dieser Gleichung statt >, auch 2, gC= 
setzt werden kann, da p eine Constante ist, und dann das zweite Glied 
ganz dasselbe ausdrückt als das erste, nur dafs dieses für alle durch p 
nicht theilbaren, jenes für alle durch > theilbaren Werthe von 7 gilt, so ist 


demnach, wenn in (1.) nach einander x? und x'” statt x gesetzt wird, 
Hieraus folgt also z.B. 
fürp=1, x = 20x — Or, 
für p=2, Pe = — 208"), 


us 
Die Gleichung x) = — Pr +40 (2°)—29(x*) giebt zugleich an, wie 
negative Argumente auf positive zu reduciren sind. 
Es seiZweitens p eine beliebige Potenz einer Primzahl 
!, also p=”, so kann man fast ganz auf dieselbe Weise wie vorher schlie- 
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(sen. Es zerfallen nemlich gegenwärtig die Werthe, welche dem A in der 

Gleichung (2.) beizulegen sind, in solche, die durch / getheilt einen Rest übrig 

lassen, und in solche, die durch / theilbar sind. Stellt abermals a jeden in die 

erste, b/ jeden in die zweite Classe gehörenden Werth von } vor, so hat man 

Nun hat aber jedes « die Form 4° BP Cr...., wo 4,B,C,.... von einander 

und von / verschiedene Primzahlen anzeigen; folglich ist 

F, = = 

Ferner hat jedes die Form 4° Cr. ... 12... (wo auch =0 sein kann); 
demnach ist 7,,= d.h. wenn 
man bemerkt, das A+?e+?= +1), Fr = 
— Folglich hat man 

2, = 3, +A+1)2, — a2, 

= >, — 5, F, 
woraus folgt, dafs, wenn P= P, 

ist A= 1, so geht, wie nothwendig, (4.) in (3.) über. 

Hieraus hat man z.B. =ı=2, p=4, 

+ + P— + = — 
welches specielle Resultat auch aus der obigen Gleichung 

herzuleiten war. Denn setzt man in dieselbe 2x statt x, so hat man 
Pix) = — 208"), 
setzt man hingegen x” statt x, so ergiebt sich 
= 1692) — 

und die Summe dieser drei Gleichungen ist 

Pr + = 120) — 
wie oben. 

Es sei Drittens p ein Produet beliebiger Potenzen zweier verschie- 
denen Primzahlen /, , also y=!"m“. Dann theilen sich alle Werthe, die 
h erhalten kann, in solche ein, die 1) weder durch / noch durch z, 2) durch 
/, aber nicht durch 2, 3) durch 2, aber nicht durch /, 4) durch / und durch 
zn theilbar sind. Es stelle @ jeden in die erste, 5/ jeden in die zweite, c m je- 
den in die dritte, und d/n jeden in die vierte Classe gehörenden Werth vou 
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h vor, so ist offenbar 
Nun "hat aber jedes @ die Form 4"BPCr...., wo A,B, C, .... von ein- 
.-- und von Z und n verschiedene Primzahlen anzeigen; folglich ist 
Ferner hat jedes 5 die Form 4° BP Cr. ...1...., wo4,B, C, .... von einander 
und von 7: verschiedene Primzahlen bezeichnen, und eg auch —=O sein kann. 
Folglich ist 
Auf dieselbe Weise erhält man 
Endlich hat jedes d die Form 4° BP C’....!?m’.... Folglich ist 
Bemerkt man aber, dafs 
I+e +2 = ACH), 
= (url)(e +) 
so sieht man, dals F',„, unter folgende Form gesetzt werden kann: 
Folglich hat man 


+ru. 


Aber die in der ersten Kante stehenden Glieder bedeuten alle dasselbe (wie 
man augenblicklich sieht, wenn man statt 3,, 3., >. resp. 
setzt, was erlaubt ist): nemlich dals 3, F,, x"? genommen werden soll, und 
zwar erstens für alle Zahlen der ersten, dann der zweiten, dann der dritten 
und endlich der vierten Classe, d. h. für alle ganzen Werthe von A. Dieselbe 
Bewandnils hat es mit den in A/g+1) und in x (A-+1) multiplicirten Sum- 
men, und folglich hat man 


F 
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i — etc. 
folglich ist, wenn = I’ mr: 

Ist Viertens p ein Product beliebiger Potenzen dreier verschiedenen 
Primzahlen /, also =!" m“ n’, so erhält man ganz auf demselben Wege: 

+ PP a") + a") + PO — 
Das Gesetz liegt nun so klar am Tage, dals man es augenblicklich allge- 
mein aussprechen kann: 


Ist nemlich m“ n”...., Wo m, 7, 2... verschiedene Prim- 
zahlen sind, so bilde man die beiden Producte: 


—3,M+y,LN 
— 2, N MN 

und AtnN)...=1—b L+cLM—dLMN-+ete. 
—b,M+c LN 
—0,N+c,MN 


wo L, M, N, .... unbestimmte Grölsen sind. Dann ist 


— 


weiches die vollständige Auflösung der uns vorgesetzten Aufgabe ist. 
Hieraus ergiebt sich zugleich, dals, wenn man 
setzt, und r eine keinen Factor von >» bildende Primzahl, e hingegen eine 
beliebige ganze Zahl ist, man 


habe, eine Gleichung, welche sich auf einem Wege, der dem oben einge- 
schlagenen ähnlich ist, auch direct beweisen lielse. 


Sind 7, #, »... die Wurzeln der Gleichung +1=0, 
so übersicht man leicht, dals 


so dals diese Summe durch die obige mitgefunden ist. 
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14. 
Memoire sur la theorie des nombres. 


(Suite da m&moire No. 3. dans le cahier pr£&cddent. ) 


(Par Mr. G. Libri de Florence. ) 


Soit propos‘, par exemple, de trouver le nombre /Y des solutions entic- 
res positives et moindres que c, de la congruence 
ex +b =0 (mod.c), 


la formule (24.) se RER: dans ce cas, dans la suivante 


qui exprimera le nombre cherche®. 
Si l’on considere le terme general de cette serie, on aura l’Öquation 


sin?u = -sin2u(d— 2) 
ı 2/ c 


2 csin 


daus le second membre de laquelle le num<rateur est toujours zero, mais 
dont le d@nominateur ne peut se reduire a zero, que lorsque @ et c ont 
un diviseur commun plus grand que Vunite, puisque z est toujours plus 
petit que c. Il resulte de la que si @ et c sont premiers entre eux, tous 
les termes de la serie (26,) s’evanouissent, except@ le premier dont la va- 
leur se reduit 


X zo 


Mais si « et c ont un facteur commun g, on supposera a= mg; 
e=ng; et en fasant uv=n, on obtiendra 


(b+ac— 2) ——sin — 
2c sin 


2 (b+ans— —sin2 


ar 
Ingsin — 
5 


Cette expression se reduit a 2, en vertu de Ihyrpothese e=mg. On 

devra done differentier le num£Örateur et le d&nominateur par rapport ü a, 

pour avoir une valeur d@terminde, et Yon trouvera apres les r&eduetions: 
Crelle's Jonrnal d.M. Ba.IX. Hit. 2. 22 
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sin2(6+an - 4) 
2/g 


Si au lieu de prendre u=n, on fait en general v= en, e etant un nom- 
bre entier queleonque, on trouve 


1 
cosen(ax-+'b) 


st 


et comme le nombre z est compris g—1 fois dans c— I, on pourra faire 
successivement e=0, 1, 2, 3,2... g—1; et la valeur de lintegrale (26.) 
sera exprimce (dans le cas actuel ou l’on suppose que @ et c ont un com- 
mun diviseur g) par la serie 
1 cos — + cos 


dont la somme 


Alrı 


— 


03 


a pour valeur g, lorsque & est un nombre entier, et qui se reduit a zero 
dans le cas contraire, 
De resulte 
1°. Oue la congruence ex-+5b==0 (mod. c), a toujours une solution 
entiere et plus petite que ce, lorsque @ et ce m’ont d’autres diviseurs com- 
muns que Tunitc. 
2. Que si « et ce ont un commun diviseur g diff@rent de lunite, qui 


ne divise point b, cette congruence n’admet aucune solution entiere. 


3%  Qu’enfin si — est un nombre entier, on trouvera pour x un nom- 


bre z de valeurs entieres plus petites que c, qui satisfont ü la congruence 
proposce. 

Maintenant si lon fat et m=c, dans l’integrale (25.) 
on trouvera que Ja formule 


exprimera la somme des valeurs de x, entieres et moindres que c, qui 

satisfont la congruence ex +b=0 (mod. c), lorsqwelle est re&soluble, 

et que lorsquelle ne l’est pas, cette int@grale se reduit a zero, 


ne sin — 
.„bn 
sin — 
| 8 
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Nous avons d@montre que si a et ce ont um facteur commun dille- 
rent de Funite, et qui ne divise pas 5, la congruence ax +5 ==0 (mol. c) 
n’admet aucune solution entiere; et comme, si ce facteur commun divise 
aussi d, om peut toujours le supprimer, il sera permis, dans ce cas, de 
supposer que a et c sont premiers entre eux; et alors on sera assure 
quil existe toujours une valeur entiere de x, comprise entre zero et c 
qui satisfait la congruence proposee; mais comme il n’existe qu’une seule 
de ces valeurs, comprise entre les limites que nous venons d’indiquer, la 
formule (27.), qui exprime la somme des racines de la congruence 

ac +b =0 (mod,e), 

aura pour valeur la plus petite de ces racines enticres et positives. 

Actuellement pour trouver cette valeur de x, on considerera le 
terme general de lintegrale (27.), et on aura 


(c—1) sin 2u sin Qu >) = 


2csin 


N 


x 


cos2u(ca+b— a) — cos2u(b— a) — 
c 


. uan\°® 
c (2sin ) 
c 


ou il faudra faire successivement v=1,2, 3,.... c—1; et ajouter au re- 
sultat le premier terme de la serie (27.), qui est 


c(c—1) _ c—1 
Er 2c 


Puisque «@ et ce sont premiers entre eux, et que u est plus petit 


que c, il s’en suit que le denominateur ?c sin ne pourra jamais s’eva- 


nouir; on obtiendra par consdquent, en faisant les reductions necessaires : 


(c—1) sin2u (ac+b-- + sin?u cos2u (ac b—a) — cos (b—a) 


war . uan\? 
ce \2sın 


2c sin 


et partant: 


22 * 


— 
a 
sın?u 
C 
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x-0 


2 sin — 
c 
sin2u(5— sin2(c—1) 6-2) 
c 2/c 
+ 


2sin (c—1) 


sın?u 


+72 


Cette formule tres-simple donne pour & la plus petite valeur de x 
qui satisfasse a la congruence ax (mod. c), en nombres entiers 
et positifs: mais toutes les valeurs entieres de x sont donndes par I’&quation 


_,.sin? 
2) 


umı sin 


29. 


dans laquelle z est un nombre entier quelconque. 


Il faut observer ici que la congruence 
ac +b =0 (mod.e), 
equivaut l’&quation du premier degr@ deux inconnues 
ac = cy; 
et que la formule (29.) donnera toutes les valeurs de x qui resolvent cette 
equation, 
Soit propos‘, par exemple, de resoudre en nombres entiers I’&qua- 
tion 3e+1=4y; en la comparant ü I'’&quation generale ar +c=cy, 
on aura a=3, b=1, e=4; et par consequent 


4+ 
a dire 
st 3r 


sın 
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et toutes les valeurs de x, qui resolvent P’equation 3e+1=4y, seront 
donnees par l’equation e—=1-+4z, comme on le sait d’ailleurs. 

La valeur de « peut en general se calculer A l’aide des tables 
trigonome£triques. II est vrai que par ce moyen on m’obtiendra, le plus 
souvent, que des valeurs fractionnaires approchdes, mais comme par sup- 
position x ne peut avoir que des valeurs enticres, on en trouvera la va- 
leur exacto en substituant a cette valeur approchde, le nombre entier le 
plus voisin. 

On peut observer que puisqu’on a 


ur . 2bun aun 2but 
sin (25 —a sın —— COS — — sın 
. aun . aun 
sın sın 
2bun aun 2bun 
== sin cot — 
et que d’ailleurs 
2bun 
cos = 
um 
on pourra ccerire 
— — sın cot — — = — [c sın co ): 
2 + 2 c c 2 2 c t & 


et cette expression servira, aussi bien que la precedente, ü rdsoudre la 
congruence proposce, 

Il serait aise d’appliquer ces principes aux conguences du premier 
degr@ ü plusieurs inconnues: mais nous allons passer de preference aux 
congruences du second degr&: et ü cet effet nous rappellerons «quelques 
proprietes @lömentaires des r&sidus «quadratiques, «que nons pourrions de- 
duire de nos formules gendrales, mais dont nous omettons les d@monstra- 
tion ü cause de leur simplicite. 

1°. Sin est un nombre premier, en @levant successivement au carrd 


tous les nombres 1, 2, 3 .... 2—1; et divisant chaque carr@ par z, on 
n == 
2 
de n) repetes chacun deux fois: et il restera, dans la serie des nombres 
n—1 
2 
2°. Si lon fat n=2p-+-1, et que l’on represente par 
ies residus quadratiques de et par 


aura restes dillerens (que M. Gauss a nomme£s residus quadratiques 


inferieurs ä z, un nombre 


de non=residus quadratiques, 
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les » non-residus quadratiques, on aura les 


I cos Zsin = 2Z sn; 
x=ı umı n x=ı n 
yaı u=ı n n yzı 


Io 


3. En multipliant successivement un r@sidu quadratique quelconque 
@,, par tous les autres, on aura la serie 

qui fournira de nouveau, en divisant tous ses termes par 2, » restes dif- 


ferens, qui seront tous les residus quadratiques de z disposds dans un 
ordre queleonque; d’ou Fon deduira 


30 n u=ı n u=ı 
n uzı n n 


4. En multipliant le residu quadratique @,, successivement par tous 
les non-residus quadratiques 
on aura de nouveau, apres avoir divise tous les produits par , p restes 
dilf@rens, qui seront tous les non-residus quadratiques de 7, et on trouvera 


2a,b,n u=p-hi 2bun 
Z 008 —— = ZZ 
>] n n 
um u=ı n 


5°. En multipliant le non-residu quadratique d,, successivement par 
tous les residus quadratiques 
et divisant tous les produits par 2, on aura pour restes tous les non=re- 
sidus quadratiques; et par cons@quent on obtiendra 


er; 
cs —— = 
32 
zZ sin = sin—-., 
n uzı n 


6°. Enfin en multipliant successivement un non-residu quadratique 


quelconque 5,, par tous les non - residus quadratiques 
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on aura pour restes, apres avoir divis@ chaque produit par z, tous les rd- 


sidus quadratiques, et partant on trouvera 


== Z 008 - 


uzı uzı 


Z = Z 


Maintenant si Don repr@sente par /V le nombre des solutions en- 
tieres et moindres que 2, de la congruence 
t+e=0 (mod.n), 
dans laquelle 2 est un nombre premier, on sait par ce que nous avons 
demontre pr&eddemment, que ne peut qwötre “gale zero ou ü 2, et 
en upon de la formule (24.), on trouvera 


x-o 


—n xeny 


x=o y=o x=ı yzı 


= n-+ + Z cos — sin = sin ). 


Sı l’on substitue dans cette nn les valeurs de 


cs — (cos —— 008 —— + 005 c08 ); 
y=ı n n uzı n 

(sin sin + sin sin —— ); 
n n n n 


on 


xon uzp+ı cos 
nN=n+t cos +2 


yzı xzı un 


— 008 cos 
n 


. 2ca,t . 25,20? 2ch,n 
— n sin — 


ou bien, en separant les integrales, 


cos — 4 cs Ecos——)+ & (cos cos 
n xzı x=L n 


et cette &quation, l’aide des (30.), (31.), (32.), se transformera 


dans la suivante 
yzn u=p+1 


+2 2 (cos 
yzı uzı 
33 nN= u 


uzı n 


cos 


u=ı 


u=mı 


n n n 
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Mais comme les quantites 


u=p-+ı u=r-+ı 2b, 


Daum 
Z sin——, sin— 


IzL n 
qui sont des intÖgrales definies, deviennent ind@pendantes de u et egales 
a des constantes, on pourra les transporter en dehors de la premiere in- 
tögration dans lquation (33.), et on aura 


9 


yzı n um u=ı n umı 
Z sin—. Z sın——? Z —. Z 
u=ı uzı n uzı n u=ı n 


% 


et cette “quation devra exister en m&me tems que les suivantes 


(sin — sin — )= —=0, 
u=ı n nr 


A present supposons e= +1; n=4m-F-1; et chacune des con-« 
gruences 
x -+-1=0 (mod.2); (mod. n) 
aura deux solutions: par cons&quent /V sera @gale a 2, et I’equation (34.) 
se transformera dans la suivante 


In uzı 
u=p+ı . da.n 2 uzp+ı , ob, a\? 
sin sin ) 
umı n uzı n 


d’ou tirera 
1 u=p+1 Ya. 7 2 2D, a\? 
"TI — cos ); 
n 


> 


uzı uzı 

n n 


et puisque, par les nr (35.), Yon a 


2 in ( Z sin 


u=r 


on trouverä 
da.n 


2a, ) +4 cos 


+2; 
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et partant 


„rt 2 
n=(? cos +1); 
dou lon deduira les &quations 
u=p+1 1 u=p+1 
aust 1 


1 i 
cos = — + —yn; 0085 =— 
sin zZ sn — =(, 
u=ı n 


Lorsque 2 est un nombre premier de la forme 47 +3, si lon 
fatc=+1, la —1==0 (mod. aura deux solutions, tan- 


dis que +-1==0 (mod.r) ne sera pas rdsoluble; alors on aura 
ies deux d@quations 


u=p+1 2 2 u=p+1 9 b,, 2 
uzı uzı n 
n n 
uz=p+1 2 b, 7 
uzı 
Etant combindes avec les @quations (35.), donnent 
u=p+1 2a, 4 1 u=p+1 Ib, 
37. u=p-+1 
I + yn 
n uzı n 


Ges integrales definies ont et@ donndes pour la premiere fois par M. Gauss 
dans ses Recherches Arithmeötiques; et il les a trouvdes en partant de sa 
th@orie de la division du cerele en parties @gales. illustre scometre 
a repris le möme sujet dans un m@moire particulier, ou il les a d@mon- 
tr&ces de nouveau. Mais les deux demonstrations de M. Gauss, qui sont 
les seules connues jusqu'ici, quoique tres-ingenieuses, nous paraissent moins 
directes que celle que nous venons d’exposer, qui se deduit tout simple- 
ment de la formule fondamentale (24.), avee beaucoup d’autres rÖsultats. 
Cependant comme les @quations (36.) et (37.) sont la base de tout ce 
que Von sait sur les eongruences du second degre, nous allons reprendre 


la d@monstration que nous avons donnee, pour la rendre plus simple et 
plus claire. 
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On sait que lorsgue r=2p-F1 est un nombre premier de la forme 
4’n-+-1, les congruences 


+1=0 (mod.2),, ®—1=0 (mod.n), 
seront rösolubles toutes deux, et auront chacune deux solutions: alors par 
la formule (24.) on obtiendra l’&quation 


et par consequent lrautre 


On Or 
(cos — 


+ — ty (—1)sin [3 —) 


n 


In In-A\mı 1 


. . . . . 
Si Ion effectue les multiplications Mad dans cette @quation, en 
observant que les imaginaires doivent se detruire entre eux, on trouvera 


— 008 — Z —— 


n x=o N x=o n n x=0 n 


n 


Z sin + sin — sin ..+sin sin 


N x=o N x=o n x=zo re 


et 


38 N x=o n N x=o n n x=0 n 
0=0-+3sin— sin —— ..+sin — Z sin Z sin 


n N x=o n n x=o 


TI faut observer ici que £ doit prendre successivement toutes les 
valeurs 1, 2, 3, 0... 2—1, dont la moitie sont des residus quadratiques 
du nombre et l’autre moiti& des non=-residus quadratiques du meme 
nombre: si l’on suppose done £ un residu quadratique quelconqu« 
@,, on aura 
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cos Z —— = c08 Z cos 
N x=o n N x=o n 
= c08 008 —— = 008 — (1+2 cos — 
n x=o n n uzı 
et P’on trouvera de möme, lorsque £ est un non-residu u egal a b,, 
—— cs —— cos —— (1+2 T — =). 
n x=o n n u=ı 


On voit pourtant que la valeur de 


ran 


Z cos 


x=o n 


c0S 


ne saurait que de celles-ci: 


n 


selon que ? est un edsidu quadratique ou un RR quadratique de 7; 
et comme parmi les nombres 1, 2, 3, „... 2—1, representes par ıl y 
en a p qui sont residus quadratiques de 2, et autant qui ne le sont pas, 
on pourra les reunir en deux groupes dans les equations (38.), et on aura 
les equations 


n 


uzı 


7) (sin ur 


n= 


3B. 


en 


+2( 2 ur sin ,...+sin 


=ı 


Mais comme l’on a 


2a, 2a,rn 2a, rt 


n 


ui 


8 —— 2 005 — 
207 
sın = Z ın 
umı n 
sin + sin = sin 
n n u=ı n 


les deux &quations (39.) deviendront 
23° 
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= u=p+1 2 u=p+ı 2 b, 
(1+2 cos ) (1+2 2 c0s——) Z 08; 
u=ı n uzı n n n 


2? (sin un) +2 2); 


et puisque l’on a aussi 


Z —— + = —1; Z sn—— + sin == 0; 
vazı n u=L n u=ı n 


on trouvera, en Eliminant les quatre &quations pr&c@dentes: 


Iaı 1 u=p+1 st 1 1 
n 2 2 u=ı n 2 + 2 


= Z sn— —0. 


u=ı n umı n 


Sin etait de la forme 42 +3, on aurait la place des &quations (38.), 
les deux autres 


uzp+ı Ja u=p+ı Ia., u=p+3 2b, 
n u=ı u=ı n ri 


n 


n 


u=p+r 2a, u=p-+1 2 
+2( sin — )-+2( sin ——) 
\ n ums 


n u=ı n u=ı n 


BT Z sin— )—2 Z sin )» 


uzı n n 


qui dtant combindes avec les @quations (35.) donneraient 


uzp+ı a, 1 
8 — = Z 00 = 
uzı n n 2 
co——— — t—yn; = T—yn. 


Ces dernieres equations coincident avec celles que nous avions trou- 
vees prec@demment. 
1 r@sulte de lanalyse prec@dente, qu’etant proposee la congruence 
t+e=0 (mod.n), 
(dans laquelle 2 est un nombre premier egal +1), si Von represente 
par /V le nombre de ses solutions, on aura 


u=p+1 uf u=p-+ı u=p+1 2ch,n 


n 


sin —— Z sın—— —? Z sn——. sın- 


n umı n n n 
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Mais comme, lorsque z est de la forme 42 +1, on a 


Z sn—— Z sn—— = (, 
u=ı n n 


on trouvera, dans ce cas, 
1 uzp+ı 2 u= un 
N=1+-(1+2 Z cos 008 


uzı 


2b: =) Ich, TU. 


+ — -(1+2 cos — ; 


et la valeur de /Y restera a meme Me on changera +c en —c. Donc 


si la congruence 
+e=0 (mod.n), 
(dans laquelle 2 est un nombre premier de la forme 4n +1) est resohı- 
ble, celle=ci 
y—ece=0 (mod.n) 
le sera de möme; et si Tune d’elles n’est pas rdsoluble, Tautre ne le sera 


pas non plus. 
Siz=2p-+1, est un nombre premier de la forme 4m -+3, on 
aura 


u=p+1 2b: 
n 


uzı 
et le nombre IV des solutions de la congruence 
+e=0 (mod. r) 
sera donn‘ par l’@quation 


Z sn — Z sin— —2 Z 
u=ı n n ums n wer n 


qui se reduira, lorsque c est un residu quadratique de z, ü lautre 


u=p+1 2 u=p+1 . n n 
nN=n—2( sin— )— ( sin — = 0. 
n u=ı n 2 = 


Si lon change +c en —c dans l’&quation (40.), on trouvera que 

le nombre /V des solutions de la congruence 
y—c=0 (mod.p), 

sera exprime, ce est un residu quadratique de 2, par l’equation 
u=ı n 2 2 

On deduit de lä, que lorsque z est un nombre premier de la forme 
4m--3, Tune des deux congruences 

(mod.2); (mod. n) 

sera toujours rösoluble, mais qw'on ne pourra jamais les x&soudre toutes 
deux a la fois. 
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En partant des @quations (36.) et (37.), on trouve, qu’en indiquant 
toujours par a, un residu quadratique quelconque du nombre premier 
n=2p+1, et par 5, un non-residu quadratique quelconque du 
nombre, on aura, lorsque z est de la pr 4m-+1, 


n 


= = Fyn 


tandis que lorsque 2 est de la forme 4n +3, on trouvera 


ven 


2 r u u? 
(cos --y (—1)sin = —=1-+?2 cost +2/(-1) 
n 


u_ı 


= 1+2(- 2) = + 


umı 


= 1+2(-4) = Fon); 


de sorte que Von obtiendra en general les @quations 


um} 


| 


(cos sin -) = van? ); 


Maintenant soit propose de Fe le nombre IV des solutions en- 
tieres et moindres que z, de la congruence 
+aeyf+b=0 (mod.n), 
dans laquelle 2 est un nombre premier, et «@, 5, sont des nombres entiers no» 
divisibles par n; il est clair que par la formule (24.) on obtiendra l’equation 


=) Kama 2ay ‚2 
b: + 4ay day* 
os +y (-L)sin —) (cos (cos — —) 
n n y-0 


‚ayıy 
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et la valeur de /V dependra des nombres z et b. 
Supposons d’abord que a et 5 soient tous les deux des residus 


quadratiques de 2, et nous aurons, en substituant dans l’Öquation 
dente les valeurs deja trouvdes, 


ze 
Lorsque @ et 5 sont tous les deux non-residus quadratiques de rz, on 
obtiendra 


nN= 


nN=nın(—1)®. 
Lorsque est un residu quadratique de z, et un non-residu quadratique 
du m&me nombre, on aura 


aN = n(—1)®. 
Et enfin lorsque a est un non-residu quadratique de 2, et 5 un rdsidu 


quadratique du möme nombre, on trouvera 


-— 


=n’+n(—1)°. 
Il r&sulte de lä, que la congruence 
+b=0 (mod.n), 
dans laquelle 2 est un nombre premier, aura toujours un nombre n +1 
de solutions. 
Lagrange a d@montre pour la premiere fois que la congruence 
+ay’+b=0 (mod.n), 
etait toujours resoluble, lorsque le nombre premier 2 ne divisait ni « ni 
b. Cet illustre g@ometre est parti de ce th@or&me pour demontrer qu’un 
nombre entier quelconque est toujours la somme de quatre carrds en nom- 
bres entiers: mais sa methode ne saurait servir a determiner le nombre 
des solutions de la congruence proposee, comme nous l’avons fait en par- 
tant de notre formule fondamentale (24.). Il est clair que Von pourrait 
appliquer les m&mes principes aux congruences du second degre, qui ren- 
ferment un plus grand nombre d’ineonnues. Mais nous allons nous occu- 
per de preference de la r@solution des &quations ü deux termes. 
On a vu que lorsque z=2p +1 est un nombre premier de la 
forme 4m + 1, on trouve 
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u=p+1 92 2 


9 
(cos + Y(—1) sin = —IIivn, 


en indiquant toujours par @, un residu quadratique quelconque de 7, par 
ö, un non-r£sidu quadratique de z, et par ? un nombre entier non divi- 
sible par z. Si l’on fait maintenant 


21? 2 


- exprimant la racine 


x = cos 1) 


de Vequation 


on aura, par Ce qui precede: 

41. 
et vette quation, qui sera satisfaite par la valeur e=r, le sera aussi 
par toutes les autres valeurs 


2 
zu 


2 
dont le nombre se r&duira la moitie, puisque r° = Mais comme 
ces racines resolvent T’equation X=0, elles seront communes aux deux 
equations A=0, X,=0, Les autres racines qui resolvent l’equation 
X=0, sans resoudre lequation XA,=0, seront de la forme 


et ne pourront pas rÖösoudre X,— 0; car si lune delles, r’: par 
exsemple, pouyait rcsoudre cette @quation, comme on a toujours 
r = r 
en substituant cette racıne supposee rt, dans l’cquation X, =0, elle 
deviendrait de la forme 
+34 
mais cette ©quation est absurde, puisque lon a 
b b h 
r' + 
Done les deux dquations A=0, X,=0, auront les p racines communes 


et en cherchant le plus grand commun diviseur A entre X et X,, on aura 


| 
ar —1 
: 
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lequation 2=0, qui sera du degr@e ——, et qui contiendra toutes les ra- 


cines de la forme r=[r"t. 
Siz=2p»+ 1 etait de la forme $n + 3, au lieu de l’equation 
(41.) on aurait trouve Vautre 
et en cherchant le plus grand diviseur commun entre 


= —=0, et X, 0, 


on obtiendrait l’&quation qui a p racines de la forme 


ay az 
v=r, 
et lequation X = 0 serait encore decomposce en deux autres du de- 
n—1 


Il faut remarquer ici que lorsque z2 est un nombre premier de la 
forme 4n +1, les coeffieciens des diverses puissances de x dans l’@qua- 
tion & = 0, sont des fonetions de —z+zy7r en general, tandis que 


. X 
tes coefficiens des puissances correspondantes dans I’@quation = 0, 


sont des foncetions semblables de —3F3yn. En eflet, si lon fait 
A + Ar"... 
Ba’... 


les A, pourront s’exprimer exclusivement par 
la somme des puissances des racines de l’equation A=0, somme que 
nous indiquerons en general par P,; et les coefliciens B,, B,,....B, 
sexprimeront de la m@me manicre par la somme des puissances des ra= 
eines de l’equation &,=0, somme que nous indiquerons en general par 
P,; et comme, lorsque r n’est pas un multiple de 2, on a toujours 

P,= —itiyn; B+BL=—1; —iriyn, 
il n’y aura d’autre difference entre P, et P,, que dans le signe de 7; 
par consÖquent si Ton designe par Y la somme de tous les termes de 
P’equation A=0, qui ne contiennent pas Y, et par Zy rn la somme de 
tous ceux qui contiennent Y, on aura 

k=Y+Zyn &,=TY—Zyn; 
et partant 
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Si n etait de la forme 4m +3, on trouverait 
et en general on obtiendra 
n etant un nombre premier quelconque, et Y, Z, etant des fonctions 
entieres et rationnelles de x. On trouvera ais@ment, par la comparaison 
des coefficiens dans l’@quation 


2 


que les coefficiens numeriques des diverses puissances de x dans les &qua- 
tions A =0, A, =0, ne peuvent admettre d’autre diviseur que le nombre 
2; et Von deduira de la que l’equation 


?+nZ° 


(dans laquelle Y et Z sont deux polynomes en x entiers et rationnels, 
ı coefficiens entiers) aura toujours lieu. 


Pour donner une application de ce theoreme ü la theorie des con- 
vruences, nous observerons que puisque la congruence 
=" —1==0 (mod. rn), 
a toujours @ solutions, lorsque 2 est un nombre premier de la forme 
ar 1; et puisque, si @ est un nombre premier impair on a aussi 
— 1) = 
il siensuit que F @ est residu quadratique de ar—+1, ou il faut prendre le 
signe +, si @ est de la forme 4n +1, et le signe —, si« est de la forme 
4m +3. On deduit aussi de ce qui que lorsque est un nom- 
bre premier, on peut toujours resoudre V’&quation 
(do) = x’ 
en nombres entiers, quel que soit l’exposant 2, pourvu qu’il reste toujours 
entier et positif, dans laquelle il faut prendre le signe +, si « est de la 
forme 47 +3, et le signe —, lorsque «@ est de la forme 4 +1. On 
trouve de que l’equation 
est toujours resoluble en nombres entiers, lorsque @ est un nombre pre- 
mier quelconque; et il serait facile de trouver un grand nombre de pro- 
positions de la nature. 


Dans l’equation 


| aA 
—1’ 
| 
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A= (cos - v1)sin = + 17°), 


trouvee a on n’a pas determine le signe du radical; cepen« 
dant en observant que lon a 


n 


et en cherchant combien de sinus positifs et de sinus negatifs il y aura 
Jans le second membre de cette @quation, on trouvera que, quelle que 
soit la forme du nombre premier 2, il faut toujours prendre le radical 
avec le signe 4 dans la valeur de 4. Maintenant en faisant =2p> +1, 
et en exprimant toujours par @, un residu quadratique quelconque du nome 
bre premier z, et par d, un non-residu quadratique du m&eme nombre, 
on aura les deux @quations 


42. 
1 1 


dans les seconds membres desquelles il faut prendre le signe +, lorsque 
n=4m +1, et le signe —, lorsque z=4m-+ 3. 
Dans l’@quation 
— 1) 


= 


il y a plusieurs manieres de trouver les coefliciens de x dans les poly- 
nomes Y et Z; et ce manieres sont tout “a fait ind@pendantes, comme 
lon sait, de la consideration des residus quadratiques. Maintenant, parmi 
les deux dquations 

Y+ZY(3)=0; Y—Zytn)=0, 
que nous avons d@ja trouvees, il y en a toujours une qui a toutes ses 
racines de la forme 


en prenant pour a, successivement tous les residus quadratiques de n; 
tandis «que lautre de ces deux equations aura ses racines de la forme 


b, 
+ sin 


en prenant successivement pour fi tous les non-residus lin de n. 
24° 


x = cC0S 
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Il rdsulte de lü une methode directe pour savoir si un nombre quelcon- 
que est residu quadratique, ou non-residu quadratique d’un nombre pre- 
mier donne. 

En effet si l’on ordonne l’equation 

par les puissances descendantes de x, on pourra, par les formules con- 
nues, trouver la somme des puissances de ses raciınes; alors en appellant 
P, la somme des puissances @"“ des racines de cette dquation, on aura 
en gencralP, = P,, si est un residu quadratique den, ,=1—P, 
dans le cas contraire. 

On doit remarquer iei que comme les coefhciens de x, dans les 
polynomes Y et Z, se d<terminent d’apres la forme de n, et non d’apres 
sa valeur numdrique, on pourra transporter a tous les nombres premiers 
d'une forme deonnce, les thÖoremes qu'on aura trouves par induction pour 
des petits nombres. Cette proposition, qui est de la plus haute importance, 
meriterait de longs d@veloppemens que nous reservons pour un travail par- 
ticulier. On en peut d@duire des consÖquences fort singulicres sur la ma- 
nicre de veriler les resultats de Vobservatıon dans Vanalyse pure, en 
suivant la route tracce par Euler dans cette branche de l’algebre, route 
qui a Öte quittde trop töt par les geometres. On pourrait tirer aussi de 
la d@monstration de la loi de reeiprocit@ @noncee d’abord par M. Le- 
sendre; mais comme M. Gaus a dejü donne cette d@monstration, en 
partant des @quations (42.), nous ne nous arrcterons pas plus long temps 
sur ce sujet, puisque ce qui preecde renferme toute la theorie des con- 
sruences du second degre, deduite de la seule Equation fondamentale (24.). 
Mais en partant de cette meme dquation nous allons reprendre la rdso- 
lution generale des @quations ü deux termes: en commencant par enon- 
cer quelques propositions sur les residus de tous les degres, dont nous 
omettons les d@monstrations qui sont tres faciles A retrouver. 


(La suite dans le cahier prochain.) 
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15. 

Observatio arıthmetica de numero classium divisorum 
quadraticorum formae yy +422, designante 4 
numerum primum formae 472+35. 

(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom. ) 


N otum est, divisores numerorum, qui forma yy-F-#fzz continentur, sub 
formis quadratieis exhiberi posse aeyy-Fbyz-+ ez3, in quibus da c— bb =A, 
quoties 5 impar, sive — 7 =, quoties b par, easque formas semper 
revocari posse ad tales, in quibus b ipsis @ et c minor est, «quae formae 
reductee vocantur; formas reduetas autem alias in alias transformari non 
posse. Unde formas omnes ayy--bys-- zz, quas divisores numeri 
yy-+-#zz induere possunt, in varias elasses discerpere licet, ita ut quae- 
vis classis omnes amplectatur formas, quae in eandem reduetam transfor- 
mari possunt; quarum igitur elassium idem est numerus atque formarum 
reductarum. 

Statuamus 4 esse numerum primum formae 42-3, inveni legem 
singularem, per quam elassium illarum sive formarum reductarum nume- 
rum exprimere licet. Definimus autem eo casu formas reduetas ita, ut 
pro pari statuatur impar, pro impari sit par, uti a Cl. Legen- 
dre factum est in tab. V. Zheoriae numerorum. Sit enim P summa re- 
siduorum quadraticorum numeri pri.ni Q summa non-residuorum, ipsis 
residuis et non-residuis in numeris minimis positivis exhibitis; inveni nu- 
merum illum, quem per /Y denotemus, dari per formulam: 

O—P 
Site.g. =23, erunt formae reduetae (Leg. ZEeorie des nombres, Tab.V.): 
yy+2322, 
ideoque N=2; fit porro 


P= 1424 44 64 9412413416418 = 9, 
= = 161, 


uti fieri debet. 
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Forum in usum, qui theorema antecedens exemplis probare volunt, 
adjungam e tabula V. Zheoriae numerorum Cl, Legendre formas reduc- 
tas pro numeris primis formae 42 -+3 usque ad 103, 


AN A N 
yy+7zz 67 1 yytyz+17z: 
ii 1 yy+ys+3z:: 114 yy+rlzs 
191 3yy+?2y=+24zz 
232 yy+23s3 
12 yy-+3lzz 793 yy-79zz 
Syyt4ys+7zz Syy-+2yz+16:z 
43 1. yy+yz+ilzz 
73 yy+47zz 32  yytys+2iz: 
syytys+7z: 
103 3 yy-+103:z 
592  yytystlisz 
| 


Nee non addam tabulam pro residuis quadraticis numeri primi A, 
inde ab = 19 usque ad 4 = 103; moduli 4 in facie positi; in margine 
sunt residui in valoribus minimis exhibiti, quorum signum + aut — in 


tabula appositum est. 


19 23 31 43 47 59 67 7179 85 103 19 23 31 43 47 59 67 7179 83 103 
2— ++ ..-—++++—- + 
— 
++++++++++]% .++—+++ 
12 -—— ++-+-+ .++tr-+r+ 
13 — +-- — +— + [3% .—t—-++ 
i4 +++-+--— r]3l --++— 
5..-+— ++ + 473 
#73 
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19 233143475967 717983103] 1923 31 43 47 59 67 717983 103 


33. 2. 2.2.0.0. .++ +19. 
+ 
414... 2.2220 un 
42. — ı5l.. 


Ut invenias numerum J’, quae est summa residuorum quadratico- 
rum numeri primi 4, in valoribus minimis positivis exhibitorum, pro quo- 


libet 4 primum summandi sunt numeri in serie verticali positi usque ad 
A—1 


2 


‚ singulis tributis signis + aut —, quae in tabula apposita sunt; sit 


ea summa 57; sit deinde numerus residuorum, quae signum habent ne- 
gativum, 772 ; patet, fore 

P=4Alm +5]; 
nam ut residua minima signo negativo aflecta valores minimos positivos 
obtineant, singulis addendus est 4. 


Fit porro P+0 aequale summae numererum usque ad 4A— 1, sive 


P+V= 


A—1 
2 


unde 


2—1= 


sive posto A= 4n +3: 
N =n-+ 


—2:(m-+ 95), 


Observo, numerum 2 + 1—S5 semper parem esse, Sit enim summa 
residuorum, quae signum habent negativum, —7, erit 45 27 aequale 


sive 


summae numerorum usque ad 


unde videmus, numeros S et 2-+1 simul aut pares aut impares esse, 
quod probari debuit. Unde etiam, cum it N facile 
patet, ipsos 2, /V simul aut pares aut impares esse. OQuod exemplis fa- 
cile probatur; valores enim ipsorum /V, zn erunt, ut e tabulis anteceden- 
tibus patet: 
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A| 7. 11. 19. 23. 31. 43. 47. 59. 67. 71. 79. 83. 103. 
m 1. i. 4, 0. 10. 15, 14, 17. 16. 23. 


Numerum / etiam pro numeris primis / satis magnis sine negotio 
computari, notum est. Guoties enim nz par, ponuntur pro 5 numeri omnes 


ımpares ren), quoties 2 impar, ponuntur pro 5 numeri omnes pares 


A+bb 
4 


. . bb . 
et pro singulis discerpitur aut aut A-+ factores 


a, c, e quibus ii tantum eliguntur, qui ipso 5 non minores sunt; quo facto 
N erit numerus valorum, qui ipsis @, 5, e conveniunt, casibus non nume- 
ratis, qui e commutatione ipsorum 2, c proveniunt. 


Per computationem numeri /V obtines solutionem problematis ele- 
gantis, a Cl. Lejeune-Dirichlet olim in hoc Diario propositi (Vol. II. 


p. 407.), videlicet determinandi casus, quibus produetum 1.2.3.4... .. (=), 
per 4 divisum, relinguat —1 aut —! residuum, Alterım notum est fieri, 
quoties numerus residuorum quadraticorum minimorum ipsius 4, «uae 
signo negativo afleeta sunt, est par; alterum, quo idem numerus impar 


est; sive reiectis multiplis numeri primi 4, est: 


1.2.30, 


2 


Unde etiam e lege antecedentibus proposita, reiectis multiplis ipsius 4, fit 


123 


wesiom. 13. Juli 1823. 


P.S. In exemplis antecedentibus omissus est valor Z=J, quippe qui est 
EXceptionis Casus» 


< 


Crelle's Journal d. 


log. Cof. x. 


1,653 3487 66 
1,653 7829 53 
54 2171 41 
54 6513 29 
55 0855 17 
55 5197 05 


1,655 9538 93 
56 3550) 82 
56 8222 71 

7 2504 60 

57 6906 49 


1,658 1248 39 
58 55% 28 
58 9032 18 
59 4274 09 
59 8015 09 


1,660 20957 0 
60 7209 80 
61 1641 71 
61 5083 63 
62 0325 54 


1,0662 4667 46 
62 9009 38 
63 3351 30 
63 7603 22 
64 2035 14 


1,664 6377 07 
65 0719 
65 5060 93 
65 9402 Sb 
66 3744 79 


1,056 8086 73 
67 2428 67 
67 6770 61 
65 1112 55 
68 545+ 49 


1.668 9795 44 
60 4133 39 
69 8480 34 
70 2822 29 


70 7164 25 


1,671 1506 21 
71 5848 17 
72 010 13 
72 4532 09 
72 8874.05 


1,673 3216 02 


74 1809 96 
74 6241 03 
75 0583 91 


D. 


4341 


3341 8 
4341 83 
4341 83 
4341 83 
4341 88 


4341 89 
4341 
4341 59 
4341 50 
4341 


4341 90 
4341) 
4341 90 
4341 0) 
4341 O1 


4341 91 
4341 01 
4341 01 
4341 91 
4541 92 


4341 02 
4541 92 
4341 92 
4341 02 
4341 02 


4341 93 
45411 03 
4341 03 
4541 03 
4341 03 


4311 94 
4,41 04 
4341 04 
4344 04 
4341 05 


4321 05 
4341 95 
4541 05 
4541 06 
4341 95 


4341 096 
4341 05 
4341 
4341 07 
4541 97 


45341 07 
4541 07 
4531 07 
4541 97 


M. Bd. IX. Hft. 2. 


log. Ein. k. 


1,653 245 73 


1,653 6759 75 
54 1103 76 
54 5447 78 
54 97091 79 
55 4135 79 


1,655 8479 80 
56 2523 SU 
56 7167 SU 
57 1511 SO 
57 5855 


1,658 0199 80 
58 4543 79 
58 8887 78 
59 3231 


7 
59 7575 75 


1,660 1919 7 
60 6263 72 
61 0607 7 

61 4051 67 

61 9295 65 


1,662 3639 62 
62 7083 59 
63 2327 56 
63 6671 53 
64 1015 50 


1,664 5350 16 
64 9703 42 
65 4047 38 
65 S301 34 


(65 2735 30 


1,666 7079 35 
67 1423 2 
67 5767 15 
68 0111 10 
68 4455 04 


1,668 8798 99 
69 3142 93 
69 7486 87 
70 1830 80 
70 6174 74 


1,671 0518 67 
71 4862 60 
71905 53 
72 3550 46 


72 7804 38 


1,673 2238 31 
73 6582 23 
74 0026 15 
74 5270 07 


34 013 98 
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D. 


4344 02 


4344 01 
4344 02 
4344 01 
4344 09 
4344 


4344 00 
4344 W 
4344 WW 
4344 W 
4344 00 


4543 99 
4343 99 
4543 99 
4343 98 
4343 99 


4343 03 
4343 93 
4333 07 
4343 08 
4343 97 


4343 07 
4343 07 
4343 07 
4343 97 
4343 96 


4343 
4343 05 
4343 6 
43435 
4343 05 


4343 05 
4343 05 
4343 95 
4343 04 
4343 


4343 94 
4343 94 
4343 03 
4343 04 
4343 03 


4313 093 
4343 03 
4343 093 
4343 092 
4343 93 


4343 02 
4343 02 
4343 02 
4343 01 


(Fortsetzung.) 


log. Iang. K. 


0,909 8828 17 


0,999 8930 22 
8932 35 
8034 49 
8936 62 
8938 74 


9,999 87 
8042 08 
8945 09 
8947 20 
8049 31 


9,999 8051 41 
8053 51 
8955 60 
8057 68 
8959 76 


9,999 SO6L 
8003 92 
9595 99 
8068 05 
8970 11 


9,999 8972 16 
8974 21 
8976 
8978 31 
8930 36 


9,999 39 
8054 42 
8086 45 
8953 483 
51 


9,999 8902 52 
8094 53 
SI 54 
8008 55 


55 


9,999 0002 55 
54 
53 
51 
9010 49 


9,999 9912 46 
43 
4) 
018 37 
WRU 33 


9,099 9022 29 
24 
026 19 
14 
W3U 


25 


» 


DD 


» 


| 


MD 
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4,501 213 
02 14 
03 13 
04 
4,506 
07 
08 
09 11 
10 11 
4,511 10 
12 4) 
13 08 
14 08 
15 08 
4,516 08 
17 07 
13 06 
19 06 
20 . 05 
4,521 08 
22 05 
23 05 
24 05 
25 03 
4,526 03 
27 | 03 
28 03 
29 03 
30 _ 01 
4,531 04 
33 
33 
34 00 
33 
4,556 
37 99 
38 
39 98 
40 
4,541 97 
42 77 
43 07 
44 07 
45 96 
4,546 % 
| 47 73 7557 99 95 
48 05 
50 
| | 
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Gudermann, FPotenzial- Functionen Taf. U. 


k. log. Cof. k. D. log. Sin, k. D. log. Zang.k. D. 


4,530 1,675 0583 091 4341 08 1,674 9613 98 4343 91 9,9699 030 07 195 
4,551 1,675 4925 88 4341 98 1,675 3957 09 4343 91 9,9999 032 02 1 93 
52 75 9267 86 4341 98 75 8301 81 4343 91 033 95 1 93 
53 76 3609 $4 4341 93 76 2645 72 4343 91 035 88 1093 
54 76 7951 82 4341 98 76 6989 63 4343 9%) 037 51 1092 
55 77 2293 $1 4341 98 77 1333 53 4343 91 039 73 102 
4,556 1,677 6655 79 4341 9 1,677 5677 44 4343 00 9,9999 041 65 192 
57 78 0077 78 4341 99 78 21 34 4343 % 043 56 10 
53 78 5319 77 4341 99 78 4365 24 4343 W 045 47 101 
59 73 9661 76 4341 99 78 8709 14 4343 ©) 047 38 1091 
609 79 4003 75 4342 0) 79 3053 04 4343 % 049 29 1% 
4,961 1,679 8345 7 4342 00 1,679 7396 93 4343 SI 9,9959 051 19 159 
62 7 4342 0) 1740 82 4343 59 053 03 159 
63 SU 7029 74 4342 00 SU 6084 71 4343 89 054 97 159 
64 81 1371 74 4342 00 81 0423 60 4343 89 056 86 1 58 
65 s1 5713 75 4342 00 81 4772 49 4343 89 058 74 188 
4,566 1,682 0055 75 4342 01 1,681 9116 37 4343 59 9,9999 059 62 188 
67 82 4397 76 4342 01 82 3460 26 4343 89 052 50 187 
65 82 8739 77 4342 01 82 7504 14 4343 85 164 37 187 
69 83 3081 78 4542 O1 83 2148 02 4343 83 v66 24 187 
70 83 7423 79 4542 ul 83 6491 ©) 4343 37 au 186 
4,57 1,654 1765 SO 4342 02 1,684 0835 77 4343 88 9,9599 069 97 185 
. 84 6107 82 4342 02 84 5179 65 4543 87 071 53 185 
73 85 0449 $4 4342 02 84 0523 52 4343 87 073 68 185 
gi; 85 4791 S6 4542 02 85 3867 39 4543 87 075 53 155 
73 85 9133 88 4542 02 85 8211 26 4343 87 077 38 15 
4,576 1,686 3475 90 4342 02 1,686 2555 13 4343 $6 9,9999 079 23 1% 
ef 86 7817 92 4542 03 86 6398 69 4343 86 0S1 07 153 
78 87 2159 95 4342 03 87 1242 85 4343 87 052 W 134 
79 87 6501 95 4342 05 87 5586 72 33 85 0854 74 182 
80 85 0544 4342 03 87 9930 57 4343 86 56 13 
4,581 1,008 5156 04 4512 04 1,693 4274 43 4343 86 9,0959 088 39 192 
2 88 0528 08 4542 04 83 S61S 29 4343 85 0°) 21 152 
83 89 3570 11 4542 04 89 20962 14 4343 85 092 03 151 
84 89 8212 15 4342 04 89 7305 99 4343 85 093 54 151 
85 gu 2554 19 4342 04 ©) 1649 84 4343 85 095 65 131 
4,336 1,6) 6809 23 4542 04 1,609 5093 69 4343 84 9,9959 097 46 1% 
87 91 1238 28 4342 05 91 0337 53 4343 85 099 26 180 
38 091 5580 32 4312 05 91 4651 38 4343 54 101 05 1 79 
89 91 9922 37 4542 05 91 0925 22 4343 854 102 55 179 
90 92 4264 42 4342 05 92 3569 06 3413 54 104 64 179 
4,591 1,692 8C)6 47 4342 05 1,692 7712 90 4343 54 9,9999 106 43 179 
92 03 2948 52 4342 05 93 2056 74 4343 83 108 22 1783 
95 93 72% 57 4342 06 93 649) 57 4343 54 110 00 1 78 
94 04 1632 63 4542 06 94 0744 41 4343 83 111 73 173 
95 94 5974 68 4342 06 94 5058 24 4343 33 113 56 177 
4,596 1,695 0316 74 4342 06 1,694 0432 07 4343 83 9,9999 115 33 177 
97 95 4655 SU 4342 05 95 3775 SU 4343 83 117 10 176 
98 95 © 0 87 4542 06 95 8119 73 4343 53 i1s 86 17 
99 € 5 3342 93 4342 07 96 2463 56 4545 82 120 63 175 
4,600 95 7085 0) 85 33 122 38 


) 
u 


16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. HI. 


log. x. 


1,696 7685 00 


1,697 2027 07 
97 6369 14 
95 0711 21 
03 5053 25 
98 9395 36 


1,609 3737 44 
99 8079 52 
1,70) 2421 60 
0) 6763 68 
01 1105 76 


1,701 5447 85 
01 6789 94 
02 4132 02 
02 11 
03 2816 21 


1,703 7158 30 
04 1500 39 
04 5842 49 
05 0184 59 
05 4526 69 


1,705 8868 79 
06 3210 90 
06 7553 00 
07 1895 11 
07 6237 22 


1,708 0579 33 
08 4921 44 
08 9263 56 
09 3605 67 
09 7947 79 


1,710 2289 91 
10 6632 03 
11 0974 15 
11 5316 28 
11 9658 40 


1,712 406) 53 
12 8342 66 
13 2684 79 
13 7026 02 
14 1369 U6 


1,714 5711 19 
15 0053 33 
15 43095 47 
15 8737 61 
16 3079 75 


1,716 7221 0 
17 1764 04 
17 6106 19 
18 0448 34 
183 4790 49 


D. 


4342 07 


4542 07 
4342 07 
4342 07 
4342 08 
4542 03 


4342 08 
434248 
4342 03 
4342 08 
4342 09 


4312 09 
4342 09 
4342 09 
4342 09 
4342 09 


4342 09 
4342 10 
4342 10 
4342 10 
4342 10 


4342 11 
4342 11 
4342 11 
4342 11 
4342 11 


4342 11 
4342 11 
4342 12 
4342 12 
4342 12 


4342 12 
4342 12 
4342 12 
4342 13 
4342 13 


4342 13 
4342 13 
4342 13 
4342 13 
4342 14 


4342 14 
4342 14 
4342 14 
4342 14 
4342 14 


4342 14 
4542 15 
4342 15 
4342 15 


log. ©in. k. 


1,696 6807 33 


1,697 1151 %0 
97 5495 02 
97 9838 84 
98 4182 65 
95 8526 47 


1,609 2870 23 
99 7214 09 
1,700 1557 % 
00 5901 71 
01 0245 51 


1,701 4580 32 
01 8033 12 
02 3276 92 
02 7620 72 
03 1964 52 


1,703 6308 31 
04 0652 11 
04 4995 00 
04 0339 69 
05 3683 48 


1,705 8027 27 
06 2371 06 
06 6714 88 
07 1058 62 
07 5402 4) 


1,707 9746 18 
08 4089 96 
08 8433 73 
09 2777 51 


09 7121 28 


1,710 1465 05 
10 5808 82 
11 0152 59 
11 4496 35 
11 8540 12 


1,712 3183 88 
12 7527 64 
13 1871 40 
13 6215 16 
14 0558 91 


1,714 4902 67 
14 9246 42 
15 3590 17 
15 7933 92 
16 2277 67 


1,716 6621 41 
17 0965 16 
17 5308 9% 
17 9552 64 
15 3900 33 


D. 


4343 82 
4343 82 
4343 32 
4343 81 
4343 82 
4343 81 


4313 81 
4343 81 
4343 81 
4343 80 
4343 81 


4343 80 
4343 80 
4343 80 
4343 SO 
4343 79 


4343 80 
4343 79 
4343 79 
4343 79 
4343 79 


4343 79 
4343 73 
4343 78 
4543 78 
4343 78 


4343 73 
4343 77 
4343 78 
43:3 77 
4343 77 


4343 7 
4343 7 
4343 7 
4343 7 
4343 7 


4343 706 
4343 76 
4343 76 
4343 7 

4345 76 


4343 75 
4343 75 
4343 7 
4513 75 
4543 7 
4343 75 
4343 7 
4543 74 
4343 74 


log. Tang. Ak. 


9,9999 122 38 


9,9999 124 13 
125 83 
127 63 
120 37 
131 11 


9,9999 132 54 
13+ 57 
1506 30 
155 03 


139 75 


9,9999 141 47 
143 18 
144 0) 
146 
145 31 


9,0999 150 OL 
151 72 
155 41 
155 10 
156 79 


9,9999 155 48 
160 16 
161 s+ 
163 51 
165 18 


0,9999 166 55 
105 52 

170 17 

171 54 

49 


9,9999 175 14 
176 79 
175 +4 
150 08 
72 


9,9999 183 35 
15+ 98 
150 61 
155 24 


15) 56 


9,9999 191 43 
193 09 
194 70 
196 31 
197 92 


9,9999 199 52 
201 12 
292 71 
30 
205 89 


= Pr 


u 


- 


195 


4,601 
02 
03 
04 
03 
4,606 
07 
05 
09 
10 
4,611 
12 
13 
14 
15 
| 4,616 
17 
13 
19 
20 
4,621 168 
22 1083 
23 u 167 
24 1 07 
25 167 
4,626 1 67 
| 27 165 
28 167 
29 165 
30 EEE 165 
4,631 7 
32 7 
| 33 ; 
34 7 
33 6 
4,636 
37 
35 
39 
40 
4,641 1 
4 16 
z 1 61 
44 161 
45 160 
4,646 1 w 
47 1 so 
43 
49 159 
50 


16. Gudermann, Potenzial- Funclionen Taf. II. 


k. log. Gof. D. log. Ein, X. D. log. Tang. D. 


4,050 1,715 4749 49 4522 15 1,718 3996 33 4543 74 9,999 205 SI 159 
9,638 1,718 9132 64 4342 15 1,718 8340 12 45343 74 9,9999 207 48 159 
u 19 3474 79 4342 15 19 2683 86 4343 73 269 07 158 

33 19 7816 94 4342 16 19 7027 59 4343 74 210 65 153 
54 20 2159 10 4542 16 20 1371 33 4343 73 212 23 157 
20 6501 26 4342 16 571506 4343 73 21380 157 
4,656 1,721 0823 42 4342 16 1,721 0058 79 4343 73 9,996) 215 37 157 
57 21 5185 58 4342 16 21 4402 52 4543 72 216 04 156 
53 21 9527 74 45342 16 21 S7416 24 343 73 215 50 1 55 

= 59 22 3869 90 4342 17 22 3089 97 4343 72 220 06 1 50 
60 22 8212 07 4342 17 22 7433 69 4343 73 221 62 1 56 
4,661 1,723 2554 24 4342 17 1,723 1777 42 4343 72 9,9559 223 18 155 
62 23 6896 41 4542 17 23 6121 14 4343 72 224 73 155 
63 24 1233 58 4342 17 24 0464 $6 4343 71 226 28 1 54 
64 24 5580 75 4342 17 24 4808 57 4343 72 227 82 1 54 
65 24 9922 93 4342 17 24 9152 29 4343 72 229 36 155 
4,666 1,725 4265 10 4342 18 1,725 3496 01 4343 71 9,9999 230 O1 153 
. 67 25 8607 28 4342 18 25 7839 72 4343 71 252 44 153 
63 26 2949 46 4342 18 26 2183 43 4343 71 233 97 153 
69 26 7291 64 4342 18 26 6527 14 4343 71 235 50 153 
70 27 1633 82 4512 18 27 0870 855 4343 71 237 03 153 
4,671 1,727 5976 0) 4542 18 1,727 5214 56 4343 7 9,6999 238 56 152 
72 28 0318 18 4342 19 27 9558 26 4343 71 240 08 152 
73 28 4660 37 4342 19 28 3091 97 4343 70 241 60 152 
74 23 0002 56 4542 19 23 5245 67 4343 70 243 11 151 
75 29 3344 75 4342 19 29 2589 37 4343 70 244 62 151 
4,676 1,729 7686 94 4342 19 1,729 6933 07 4343 70 9,9999 246 13 151 
ri 30 2029 13 4342 19 30 1276 77 4543 70 247 64 151 
73 30 6571 32 4342 19 30 560 47 4323 69 249 15 1 50 
79 31 0713 51 4332 19 30 9964 16 4343 69 250 65 1 40 
80 31 5055 71 4542 W 31 4307 85 4343 69 252 14 1 49 
4,681 1,731 9397 91 4342 20 1,731 8651 54 43:3 60 9,999 253 63 1 50 
82 32 3740 11 4342 U 32 2095 24 4343 60 255 13 1 
83 32 S082 31 4342 20 32 7338 02 4343 69 256 61 1 4) 

i Ss4 33 2424 51 4342 %0 33 1682 61 4343 69 258 10 1 49 
85 33 6766 71 4342 2U 33 6026 30 4343 68 259 59 148 
4,686 1,734 1108 92 4312 21 1,734 0369 98 4343 69 9,9999 261 07 143 
87 34 5451 12 4322 21 34 4713 67 4343 68 262 55 147 
83 34 9793 33 4342 21 34 %57 35 4343 68 264 02 147 
89 35 4135 54 4342 21 35 3401 03 4343 68 265 49 146 
90 35 8477 75 4342 21 35 7744 71 4543 67 206 95 1 46 
4,691 1,736 2819 97 4522 21 1,736 2USS 38 4343 68 9,9999 268 41 1 46 
92 36 7162 18 4322 22 36 6432 06 4343 67 269 87 1 46 
93 37 1504 4 4342 22 37 0775 73 4343 68 271 33 14% 
94 37 5846 61 4542 22 37 5119 41 4323 67 272 79 146 
05 38 U188 83 4342 22 37 9463 US 4343 67 274 25 145 
4,696 1,738 4531 05 4312 22 1,738 3806 75 4343 07 9,9999 275 70 145 
07 38 8873 27 4342 22 38 S150 42 4343 66 277 15 144 
98 39 3215 50 4342 22 39 2494 08 4343 67 273 59 144 
99 30 7557 72 4512 22 39 6837 75 4313 66 280 03 ı 4 


4,700 1809 04 40 1151 41 281 47 
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16. Gudermann, ‚Potenzial- Functionen Taf. 1. 


log. Gof, 


1,740 1899 94 


1,740 6242 17 
41 05854 40 
41 63 
41 0205 S6 
42 10 


1,742 7953 33 
43 2295 57 
43 0657 SU 
44 04 
44 5322 23 


1,724 0064 52 


45 76 
45 OL 
4b 2601 25 


45 7053 SU 


1,747 1375 75 
47 5715 00 
4) 25 
45 4102 50 
43 8744 75 


1,749 3087 01 
49 7429 27 
50 1771 53 
50 6113 79 
51 0450 05 


1,751 4708 31 
51 9140 57 


1,753 6509 64 
54 91 
54 5194 18 
54 09536 46 
55 3578 73 

1,755 8221 01 
56 25603 23 
56 6005 56 
97 1247 84 


57 5590 12 


1,757 9032 49 
55 4274 63 
58 S616 97 
59 2959 25 
59 54 


1,760 1613 83 
60 509°6 12 
61 0328 41 
61 4670 70 
61 99 


w 


w 


aan 


» 


& 


DD» 


» 


log. ©in, 


1,740 1181 41 
1,740 5525 07 
4) 95605 74 
41 4212 40 
41 8556 05 
42 2509 71 


1,742 7243 37 
43 1587 02 
43 5030 67 
44 0274 33 
44 4617 97 


1,744 8061 62 
43 3305 27 
453 7048 92 
46 1902 56 
46 63350 WU 


1,747 0679 54 
47 5023 48 
47 0567 12 
43 3710 76 
43 40 


1,749 2303 03 
49 6741 66 
50 1085 30 
50 5428 93 
SU 0772 55 


1,751 4116 18 
öl 81509 SL 
52 2803 43 
52 7147 06 
53 1400 68 


1,753 5834 30 
54 0177 92 
54 4521 54 
54 8865 16 
55 3208 77 


1,755 7552 39 
56 1896 () 


926 83 


1,757 9270 44 
53 3614 04 
58 7957 65 
59 2301 35 
59 6644 85 


1,760 0988 45 
60 5332 05 
EC) %75 65 
61 4019 25 
61 8302 54 


D. 


4543 66 
43413 67 
4313 66 
4343 65 
4343 66 
4343 05 


4513 65 
4343 05 
4343 (6 
4543 65 
4513 65 


4313 65 
4543 05 
4343 61 
4343 
4343 61 


4343 64 
4543 6+ 
4343 64 
4343 64 
4543 63 


4313 63 
4343 64 
4343 63 
4343 62 
4343 63 


4343 63 
4543 62 
4343 63 
4343 62 
4345 62 


4323 62 
4343 62 
4343 62 
4343 61 
4543 (2 


4343 61 
4343 61 
4343 61 
4343 61 
4343 61 


4343 60 
4343 61 
4343 
4343 00 
4543 60) 


43413 
4343 60 
43413 (0 
4343 59 


log. Rang. k. 


9,9099 281 47 
9,9999 282 W 
284 34 
285 77 
237 19 


255 61 


9,9909 290 
201 45 
292 87 
294 29 
295 69 


9,9599 297 10 
298 51 
29 
31 
70 


9,9999 304 09 
305 48 
87 
308 26 
309 65 


9,99% 311 02 
312 39 
313 77 
315 14 
316 50 


9,9999 317 87 
310 24 
320 60 
321 % 
323 31 


9,9599 324 
3“ 
327 36 
328 70 
330 


9,9999 331 38 
332 72 
354 05 
335 33 
356 71 


9,996) 333 01 
5339 36 
340 68 
312 00 
343 31 


9,9909 344 62 
345 03 
347 24 
3148 55 
349 85 


& 
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4,700 45:2 23 13 
4,701 4342 144 
02 4342 1 41 
03 4542 1% 
04 4342 122 
05 4342 1 133 
4,706 4312 
05 4342 12 
09 4542 1 32 
19 4312 1 
4,711 4342 
52 4342 
15 4542 
15 4342 
4,716 4342 q 
17 
19 4542 
20 4542 
4,721 4342 26 137 
22 4342 26 1538 
23 4342 26 1 37 
24 4342 26 1 36 
253 4342 26 137 
=7 4342 1 36 
23 52 3482 54 4342 1 36 
29 52 7825 10 45+2 1 35 
30 53 2167 37 4342 1 35 
4,731 4342 27 
32 4342 27 135 
33 4342 27 131 
34 4342 27 131 
35 4342 28 134 
4,736 4542 28 134 
37 4342 28 133 
383 4542 23 56 6239 61 1 33 
39 4542 28 5753 22 133 
40 | 4342 28 57 1 33 
4,741 4542 23 132 
42 4342 28 1 32 
43 4342 29 132 
45 4342 29 1 31 
4,746 4312 29 131 
47 4342 20 131 
48 4342 29 u 31 
49 4342 29 10 
50 
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16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 11. 


4,790 1,761 6012 99 4342 30 1,761 8362 84 4343 60 9,5999 349 85 130 
4,751 1,762 3355 29 4342 30 1,762 2706 41 4313 59 9,9999 351 15 129 

32 62 7697 59 4542 30 62 7050 03 43413 59 352 2% 130 

93 63 2039 88 2342 30 63 1393 62 4343 59 353 74 129 

54 63 6382 18 4342 30 63 5737 21 4343 59 355 03 1%9 

64. 0724435 4342 30 64 4343 59 356 32 123 
4,756 1,764 5056 79 4322 30 1,764 4429439 4343 59 9,9999 3570 

97 64 9409 09 4342 31 64 8767 98 4343 58 358 89 127 

98 65 375140 4342 31 65 311156 4343 59 360 16 129 

59 65 8093 70 4342 31 65 7455 15 4343 58 361 45 127 

60 65 2436 01 4342 31 66 1798 73 4343 58 362 72 127 
4,761 1,705 6778 32 4342 31 1,766 6142 31 4343 58 9,9999 36309 19 

62 67 1120 63 4342 31 67 0485 89 4343 58 365 26 127 

63 67 5152 94 4342 31 67 4529 47 4313 58 306 53 127 

64 67 980525 4342 31 67 917305 4343 57 307 80 1% 

653 68 4147 56 4342 31 63 3516 62 4343 58 369 U6 1297 
4,766 1,768 8480 87 4342 32 1,768 7360 20 4343 57 9,9969 370 33 135 

67 69 2832 19 4342 32 69 2203 77 4343 58 371 58 1% 

65 69 7174 51 4342 32 69 6547 35 4343 57 372 84 15 

69 70 1516 83 4342 32 I 050) 92 4343 57 374 09 135 

ri) 70 5859 15 4542 32 70 5234 49 4343 57 375 34 135 
4,771 1,771 0201 47 4342 32 1,770 0578 06 4343 56 9,9999 376 59 124 

72 71 4513 79 4342 32 71 3921 62 4343 57 377 83 1 24 

73 71 5886 12 4342 32 71 8265 19 4343 57 379 07 135 

74 72 3228 44 4342 33 72 2603 76 4343 56 380 32 193 

73 72 7570 77 4342 33 72 0952 32 4343 56 351 55 1 24 
4,776 1,773 1913 09 4342 33 1,773 1205 88 4543 56 9,9999 382 79 123 

7 73 6255 42 4342 33 73 5639 44 4343 56 354 02 123 

73 74 0597 75 4342 33 73 9983 00 4343 56 355 25 123 

79 74 4949 08 4342 33 74 4326 56 4343 56 356 43 123 

so 74 082 41 4342 33 74 SU7U 12 4543 56 387 71 122 
4,751 1,775 3624 75 4342 33 1,775 3013 68 4343 55 9,9999 388 93 =» 

82 75 7967 08 4342 3 75 7357 23 4343 56 390 15 122 

53 76 2309 42 4342 34 76 1700 79 4343 55 391 37 12 

84 76 6051 75 4342 34 76 6044 34 4343 5 392 59 ı2ı 

83 77 (94 09 4542 34 77 0337 89 4343 55 393 SU 121 
4,756 1,777 5336 43 4342 34 1,777 4731 44 4343 55 9,9999 305 01 12 

87 77 0678 77 4542 34 77 9074 99 4343 55 306 22 1021 

85 78 4021 11 4342 34 78 3418 54 4343 55 397 43 101 

89 78 8363 45 4342 34 78 7762 00 4343 54 398 64 1 20 

90 79 2705 &) 4342 31 79 2105 63 4343 55 399 84 1 20 
4,791 1,779 7048 14 4342 35 1,77% 6149 18 43413 54 9,999 401 04 ın 

2 80 1300 49 4542 35 80 0792 72 4343 54 402 23 1 19 

93 S0 5732 52 4342 35 80 5136 26 4343 54 4u3 42 119 

94 81 0075 19 4312 35 80 0479 SO 4343 54 404 61 119 

95 S1 4417 54 4312 35 81 3323 34 4343 54 405 SU 119 
4,796 1,751 8750 80 4342 35 1,781 8106 88 4343 54 9,9099 206 99 119 

97 82 3102 23 4312 35 82 2510 42 4343 54 408 18 119 

93 82 7444 59 4342 36 82 6853 06 4343 53 409 37 117 

99 83 1786 05 4342 36 83 1107 49 4343 53 410 54 117 
4,500 83 6129 38 83 5541 02 all 7ı 


5 


16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. Il. 


log. Cof. k. 


1,753 6129 31 
1,784 0471 66 
84 48514 02 
84 0156 38 
85 3405 74 
85 7S41l 10 


1,70) 5607 16 
©) 9949 53 
91 4291 91 
91 5634 29 
92 2975 67 


1,792 7319 05 
93 1661 43 
093 6003 82 
04 0346 20 
94 59 


1,794 9030 97 
95 3373 36 
05 7715 75 
96 2058 14 
06 GA) 53 


1,797 0742 92 
97 5085 31 
97 9427 70 
93 3770 10 
98 8112 49 


1,709 2154 89 
99 6797 29 
1,800 1139 69 
00 5482 09 
0) 9824 49 


1,801 4166 89 
OL 8509 29 
02 2851 70 
02 7194 11 
03 1536 51 


1,803 5873 92 
04 0221 33 
04 4563 74 
04 806 15 
05 3248 56 


D. 


4342 36 
4342 36 
4542 36 
4342 36 
43+2 36 
45+2 36 


4342 36 
36 
4542 37 
4342 37 
4342 37 


4342 37 
4342 37 
4542 37 
4342 37 
4542 37 


4342 38 
4542 383 
4342 38 
4342 38 
4342 33 


4542 38 
4542 33 
4342 539 
4342 39 
4542 39 


4542 39 
4542 39 
4542 39 
43412 39 
4342 39 


4342 39 
4542 39 
4542 39 
4542 40 
4342 40 


4342 49 
4542 49 
4342 40 
4542 40 
4342 40 


4312 40 
4542 41 
4342 41 
4342 49 
4342 41 


4342 41 
4342 41 
4312 41 
4342 41 


log. Sin, k. 


1,786 1602 2 
86 5945 7 
2 
7 


87 02509 


1,758 3319 82 
ss 7603 34 
2006 
89 6350 37 
0603 59 


1,7% 5037 40 
9380 02 
91 3724 43 
91 8067 94 
92 2411 45 


1,792 6754 % 
93 1008 47 
93 5441 08 
93 9785 49 
94 4123 99 


1,794 8472 50 
95 2516 0) 
05 7159 50 
96 1503 00 


65 5846 50 


1,797 0159 00 
97 4555 50 
97 8376 99 
93 322) 49 
93 7563 98 


1,799 1997 48 
99 6250 97 
1,500 0504 46 
4037 95 


43 


1,801 3624 92 
7968 41 
02 2311 89 
02 6655 37 
03 0993 86 


1,803 5342 34 
03 9685 82 
0+ 4029 30 
04 8372 73 
05 2716 


D. 


4343 54 


4343 5 
4343 5 
5 


4343 
4343 
4343 53 


ws 


4543 
4343 
4343 
4343 
4343 


a nn 
w 


an a 


4343 
4343 
4543 
4343 
4343 


an 


an cn 


on 


45313 
4343 
4543 
4343 
4343 


nn on 


4313 
4543 
4543 
4343 
4343 


nn 


a 
_ 


4313 50 
4343 50 
4343 50 
4343 50 
4343 SU 


4343 50 
4543 49 
4543 50 
45343 49 
4343 SU 


4343 49 
4343 49 
4343 49 
4543 48 
4513 49 


45413 49 
4513 45 
4343 48 
4343 49 
4343 43 


4543 48 
4343 43 
4343 43 
4543 45 


log. Tang. K. 


9,0909 411 71 


9,9999 412 5) 
414 07 
415 24 
416 41 
417 57 


9,9999 418 73 
41) 9) 
421 06 
422 21 
2337 


9,5999 424 52 
425 67 
426 52 
427 96 
20911 


9,9999 430 25 
431 39 
432 52 
433 05 
434 78 


9,9999 435 91 
437 04 
438 16 
439 23 
440) 41) 


9,9999 441 52 
442 64 
443 75 
444 S6 
445 07 


9,9999 447 08 
448 19 
449 29 
25 39 
451 49 


9,9999 452 59 
453 68 
454 77 
455 86 
456 94 


9,9999 458 03 
459 12 
460) 19 
A461 26 
402 35 


9,9999 463 42 
464 49 
465 56 
466 63 
467 70 


as 
or 
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4,500 1,783 5102 
4,501 1,783 0854 56 117 
02 84 4228 09 | 117 
03 84 8571 62 117 
04 2915 15 116 
05 85 7258 07 116 
4,506 1,786 2183 47 0 
07 85 6525 33 3 
05 87 0968 19 5 
09 87 5210 56 7 
10 87 9552 93 87 8976 30 
4,511 1,733 3805 30 
12 88 8237 67 
15 89 2580 04 
14 SI 6922 41 
15 90 1264 78 
4,516 
17 
15 
19 
20 
4,521 
22 
23 
24 
25 
4,826 1 12 
27 u 
28 
29 
30 ıı 
4,531 
"a2 g 
33 1m 
34 11 
35 110 
4,336 109 
37 100 
38 109 
39 108 
40 | 109 
4,841 109 | 
42 107 
43 107 
44 109 
45 1 07 
4,346 107 
47 1 07 
4 1 07 
49 1 07 
50 


200 16, Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


k. log. Cof. k. D. log. ©in. k. D. log. Tang.k. D. 


4,850 1,805 285 1,505 434347 9,9099 67 0 106 
4,551 1,805 750 07 4342. 41 1,805 7059 73 4343 43 9,9099 468 76 10 
52 06 1933 39 4342 41 (3 1403 21 4313 48 469 82 107 
53 06 6275 80 4342 42 06 5746 69 4343 47 470 59 105 
54 07 0918 4342 42 16 433 47 471 04 105 
93 074606 BR A 0743363 4334 10 
4,356 1,807 030305 431242 1,807 877710 434347 0,9099 47405 105 
97 08 3645 47 4342 42 08 3120 57 4343 47 475 10 105 
53 08 7987 89 4342 42 08 7464 04 4343 47 476 15 105 
59 09 2330 31 4342 42 09 1807 51 4343 47 477 20 10% 
60 09 6672 74 4342 42 09 6150 98 4343 46 478 24 105 
4,861 1,810 1015 16 4342 42 1,810 0494 41 4343 47 9,9999 479 28 104 
62 10 5357 58 43412 43 10 4837 91 4343 46 4°) 32 108 
63 10 9700 OL 4342 43 10 0181 37 4343 46 4s1 36 104 
64 11 4042 44 4342 43 11 3524 83 4343 47 482 40 104 
65 11833486 434243 11 7868 30 4343 46 483 44 103 
4,566 1,812 272729 434243 1,812 21176 4333 46 9,9099 43447 103 
67 12 7069 72 4342 43 12 6555 22 4343 45 455 50 103 
65 13 1412 15 4342 43 13 0808 68 45413 45 486 53 102 
69 13 5754 59 4342 43 13 5242 13 4343 46 4°7 55 102 
70 14 0697 02 4342 43 13 9585 59 4313 46 488 57 102 
4,57 1,814 4439 45 4342 44 1,814 3929 05 4343 45 9,9999 450 59 102 
72 14 8781 89 4342 44 14 8272 50 4313 46 490 GL 102 
7: 15 3124 32 4342 44 15 2615 % 4343 45 401 63 102 
74 15 7466 76 4342 44 15 6059 41 4343 45 492 65 101 
73 16 1809 0 4342 44 16 1302 6 4313 45 493 66 101 
4,376 1,516 6151 64 4342 44 1,816 5646 31 4343 45 9,9999 494 67 101 
77 17 0494 08 4342 44 16 9089 76 4343 45 495 08 101 
7s 17 4836 52 4342 44 17 4333 21 4343 45 405 69 101 
79 17 9178 ©5 4342 44 17 8676 66 4343 44 497 70 100 
80 15 3521 40 4342 42 18 3020 10 4343 4 495 70 100 
4,851 1,818 7563 85 4342 45 1,518 7363 55 4313 45 9,9999 499 70 100 
82 19 2206 29 4342 45 19 1705 99 4343 44 500 70 099 
83 19 6548 74 4342 45 19 6050 43 4343 45 501 09 100 
84 20 0801 19 4342 44 20 03093 88 4343 44 502 69 100 
83 20 5233 63 4342 45 2U 4737 32 4343 44 503 69 0 
4,356 9576 08 4542 45 1,820 9080 76 4343 44 9,9999 504 68 
87 21-3018 53 4342 45 21 3424 20 4343 44 505 07 0 
83 21 8260 08 4342 45 21 7767 64 4543 44 506 65 0.08 
s9 22 2603 44 4342 45 22 2111 08 4313 43 507 64 0.08 
90 22 6945 59 4342 45 22 6454 51 4323 44 508 62 0 98 
4,891 1,523 1288 34 4542 45 1,523 0797 95 4343 43 9,8099 509 60 0.08 
92 23 5630 80 4342 46 23 5111 393 4343 44 510 58 n 08 
Q 23 9973 25 4342 45 23 9484 82 4323 43 511 50 00s 
94 24 4315 71 4342 46 24 3828 25 4343 43 512 54 097 
05 24 8058 17 4342 40 24 8171 68 4343 43 513 51 007 
4,896 1,825 3000 63 4342 46 1,825 2515 11 4343 43 9,999 514 45 097 
97 25 7343 09 4342 46 25 6858 54 4343 43 515 45 007 
98 26 1685 55 4342 46 26 1201 97 4343 453 516 42 0 97 
99 26 6028 Ol 4342 at 26 5545 40 4343 45 517 39 0 97 


4 900 27 0370 47 26 9088 83 518 36 


x 
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16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Cof, k. 


1,327 0370 47 


1,3827 47.12 94 
27 W055 40 
25 3397 87 
28 7740 34 
29 2082 80 


4,829 6425 27 
30 0767 74 
5110 21 
30 9452 68 
S1 3795 16 


1,831 8127 63 
32 2480 10 
32 6822 58 
33 1165 v5 
33 5507 53 


1,533 9850 01 
34 4192 49 
34 8534 07 
35 2877 45 
35 7219 93 


1,536 1562 41 
36 5904 89 
37 0247 38 
37 4589 87 
37 8932 35 


1,535 3274 84 
38 7617 33 
39 1959 82 
39 6302 31 
SU 


1,510 4987 29 
40 9329 78 
41 3672 28 
41 8014 77 
42 2357 27 


1,542 6699 76 
43 1042 26 
43 5354 76 
43 9727 25 
44 4069 75 


1,844 8412 25 
45 2754 76 
«5 7097 %6 
46 1439 76 
46 5782 27 


4,847 0124 77 
47 4467 28 
47 8509 79 
43 3152 29 
«8 7494 


D. 


4342 46 


3342 46 
4342 47 
4342 47 
43+2 46 
4342 47 


4342 47 
4342 47 
4342 47 
4542 48 
4342 47 


4342 47 
45 
43+42 47 
4342 43 
4342 49 


4342 43 
4342 48 
4342 
4342 48 
43+2 43 


4342 48 
4342 49 
4342 49 
4342 48 
4342 49 


4342 49 
4342 49 
4342 4) 
4342 49 
43412 39 


4342 40 
4342 50 
4342 4) 
4342 50 
4342 49 


4342 50 
4342 50 
4342 50 
4342 
4342 5) 


4342 51 
4342 50) 
4342 50) 
4342 51 
4342 50 


4342 51 
4342 51 
4342 50 
4312 51 


loe. Ein. k. 


1,526 09888 83 
1,827 4232 25 
27 8575 683 
28 2919 10 
28 7262 52 
29 1005 94 


1,829 5949 36 
30 0292 78 
30 4636 WU 
30-8979 62 
31 3323 04 


1,531 7666 45 
32 2009 87 
32 4353 29 
33 70 
33 504) 1l 


1,833 0383 53 
34 3736 94 
34 8070 35 
35 2413 76 
35 6757 17 


1,836 110 57 
36 5443 98 
36 9787 38 
37 4130 79 
37 8474 19 


1,838 2817 59 
38 7160 99 
39 1504 40 
39 5647 80 
AU 0191 19 


1,540 4534 59 
4 8877 99 
41 3221 39 
41 7564 78 
42 1908 18 


1,542 6251 57 
43 0594 96 
43 4938 35 
43 9281 75 
44 3025 14 


1,844 7968 53 
45 23311 91 
45 6655 30 
46 0908 69 
46 5342 07 


1,540 9685 46 
47 4028 84 
47 8372 22 
48 2715 
48 7058 99 


D. 


4343 42 


4343 43 
43453 42 
4343 42 
4343 42 
4343 42 


4343 42 
454 42 
4343 42 
4343 42 
4345 41 


4543 42 
4343 42 
4345 41 
4343 41 
4343 42 


4343 41 
4343 41 
4343 41 
4343 41 
4343 41 


4343 41 
4343 41 
4343 41 
4343 4) 
4343 4) 


4343 40 
4343 41 
4343 4) 
4343 39 
4343 4%) 


4343 
4343 
4543 39 
4343 4) 
4343 39 


4343 39 
4313 39 
4313 4) 
4343 39 
4343 39 


4343 38 
4343 39 
4343 39 
4343 38 
4343 39 


4343 38 
4343 33 
4343 38 
4343 39 


log. Tang. k, 


9,9999 518 36 
9,9999 519 32 
520 28 
521 23 


9,9999 523 82 
529 77 
530 71 
531 05 
532 58 


9,9999 533 52 
534 45 
534 33 
536 31 
537 24 


0,099 538 16 
539 09 
540 00 
540 92 
541 84 


8,9999 542 75 
543 66 
544 58 
545 49 
546 39 


4,9999 547 30 
545 21 
540 11 
550 01 
550 91 


554 49 
555 39 


9,9939 556 28 
357 16 
558 04 
558 93 
559 81 


9,999 560 69 
‚561 56 
562 43 
563 31 
564 19 


26 


D. 


06 
95 
0 
3 


0 95 
004 


09% 
04 


201 
| 4,901 
02 | 
| 03 
| 04 522 18 . 
05 523 14 
4,906 9,9999 524 9 
07 525 0% 
03 525 9 | 
09 520 94 
10 527 88 
4,911 
42 u 
13 09 
14 093 
15 0% 
4,916 93 
17 093 
13 93 
19 003 
20 U 92 
4,921 0% 
22 09 
23 0 92 
24 0 92 
25 
4,926 
27 0.92 
23 vo 
29 
30 
4,931 va 
32 0% 
33 0% 
34 
35 
4,936 9,9999 551 51 089 
37 552 70 059 
38 553 59 0% 
39 
4,941 
42 058 
43 089 
44 
45 088 
4,946 87 
47 0 87 
48 088 
49 088 
| 
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4,986 
87 
88 
89 


16. Gudermann, Potenzial = Functionen 11. 


log. Cof. k. 


1,848 7404 80 


1,549 1837 31 
49 6179 82 
50 0522 33 
50 4864 84 
50 9207 36 


1,851 3549 87 
51 7992 38 
52 2234 90 
52 6577 42 


53 0919 93 


1,853 5262 45 
53 9604 97 
54 3947 49 
54 OL 
55 2632 53 


1,855 6975 05 
56 1317 58 
56 5600 10 
57 0002 63 
57 4345 15 


1,857 8637 68 
58 3030 21 
58 7372 73 
59 1715 26 
59 6057 79 


1,860 0400 32 
60 4742 85 
39 
61 3427 92 
61 7770 45 


1,862 2112 9 
62 6455 52 
63 0798 06 
63 5140 60 
63 9483 14 


1,864 3825 68 
64 22 
65 2510 708 
65 6853 30 
66 1195 84 


1,866 5538 38 
66 9850 93 
67 4223 47 
67 8566 02 
65 2WS 56 


1,868 7 
69 15! 
69 5936 W 
70 0278 75 
70 4621 30 


D. 


4542 51 


4342 51 
4342 51 
4342 51 
4342 52 
4342 51 


4342 51 
4342 52 
4342 52 
4342 51 
4342 52 


4342 5 
4342 
4342 ! 
4342 
4342 52 


on 


» 


an 


4342 53 
4342 52 
4342 53 
4342 52 
4342 53 


4342 53 
4342 52 
4342 53 
4342 53 
4342 53 


4342 53 
4342 54 
4342 53 
4342 53 
4342 54 


4342 53 
4342 54 
4342 54 
4342 54 
4342 54 


4342 54 
4342 54 
43412 54 
4342 54 
4342 54 


4342 55 
4342 5 
4342 55 
4342 54 
4342 55 


43412 55 
43412 54 
4342 55 
4342 55 


log. ©in. k. 


1,848 7058 99 


1,849 1402 37 
49 5745 74 
50 0089 12 
50 4432 50 
8775 83 


1,85 3119 25 
51 7462 63 
52 1806 00 
92 6149 38 
53 04092 75 


1,853 4836 12 
53 9179 49 
54 3522 86 
54 7806 23 
55 2209 60 


1,855 6552 96 
56 0896 33 
56 5239 69 
56 9583 06 
57 3926 42 


1,857 8269 79 
58 2613 15 
53 6956 51 
59 1299 87 
59 5643 23 


1,859 9956 59 
60 4329 95 
60 8673 31 
61 3016 66 
61 7360 02 


1,862 1703 38 
62 6046 73 
63 03% 08 
63 4733 44 
63 79 


1,864 14 
64 7763 49 
65 2106 84 
65 6450 18 
66 0793 53 


1,866 5136 88 
66 9480 22 
67 3823 57 
67 8166 91 
68 2510 


1,868 6853 60 
69 1196 94 
69 5540 28 
69 9883 62 
4226 % 


D. 


4343 38 


4343 37 
4343 38 
4343 38 
4343 38 
4343 37 


4343 38 
4343 37 
4343 38 
4343 383 
4343 37 


4343 37 
4343 37 
4343 37 
4343 37 
4343 36 


4343 37 
4343 36 
4343 37 
4343 36 
4343 37 


4343 36 
4343 36 
4343 36 
4343 36 
4343 36 


4343 36 
4343 36 
4343 35 
4343 36 
4343. 36 


4343 35 
4343 35 
4343 36 
4343 35 
4343 35 


4343 35 
4343 35 
4343 34 
4343 35 
4343 35 


4343 34 
4343 35 
4343 34 
4343 35 
4343 34 


4343 34 
4343 34 
43413 34 
43413 34 


log. Rang. x. 


9,9999 564 19 


9,9999 565 
565 92 
566 79 
567 66 


52 


9,9999 569 38 


9,9999 5 


w 


9,9999 577 9 


9,9999 


9,9999 586 27 


9,9099 590 39 


9,9999 594 46 


597 69 


9,9999 598 50 
599 30 
600 10 
600 
601 70 


9,9999 602 49 
603 28 
604 08 
604 57 
605 66 


D. 


087 


056 
087 
087 
086 
0% 


087 
085 
0 S6 
085 


08 
055 
085 
085 


054 
05 


083 
084 
083 
085 
083 


083 
0 s2 
082 
08 


082 
082 
081 


us1 


080) 
079 


79 
0 SU 
079 
079 


| —- 
4,951 
52 
53 
| 54 
55 
| 
57 570 25 
53 571 10 
59 571 96 
60 
| 63 5 
64 5 
63 
4,966 
67 578 75 
68 579 59 
| 69 580 43 
70 581 27 
| 4,971 552 1ı 
72 582 04 
73 583 78 
74 58+ 61 
73 585 44 
4,976 
77 587 10 
78 587 02 
79 588 74 
80 589 57 
4981 
5 
83 592 02 
| 54 502 54 
85 503 05 
595 27 
596 08 
5% 88 
4,991 
| 92 
| 93 
94 
95 
4,996 
97 
98 
99 
5,000 


16. 


log. 


1,870 4621 303 


1,874 8046 848 
1,879 1472 469 
1,583 4808 106 
1,587 8323 938 
1,592 1749 782 


1,8096 5175 698 
1,000 S60L 083 
2027 738 
5453 559 
1,013 3550 046 


1,018 2306 208 
1,922 5732 613 
1,926 0158 000 
1,931 2555 428 
1,935 6011 926 


1,059 9438 482 
1,944 2565 095 
1,048 6201 704 
1,052 0715 489 
1,957 3145 267 


1,061 6572 098 
1,005 9908 
1,970 3425 915 
1,974 6852 89 
1,970 0270 931 


1,083 3707 011 
1,087 7134 138 
1,092 0561 311 
1,006 3088 530 
2,000 7415 792 


2,005 0843 097 
2,009 4270 445 
2,013 7607 835 
2,018 1125 265 


2,022 4552 736 


2,026 7980 245 
2,031 1407 793 
2,035 4835 378 
2,039 8263 001 
2,044 16% 659 


2,048 5118 353 
2,052 8546 082 
2,057 1973 845 
2,061 5401 641 
2,065 8829 470 


2,070 2257 330 
2,074 5685 223 
2,078 9113 146 
2,083 2541 099 
2,087 5909 082 


gi 


DD 


43326 883 
26 934 


DD 


log. k. 


1,870 4226 965 
1,874 7600 317 
1,879 10093 503 
1,883 4526 792 
1,887 7959 917 
1,802 1392 970 


1,806 4895 051 
1,0) 8258 862 
1,905 1691 704 
1,000 5124 480 
1,913 8557 189 


1,018 1080 834 
1,022 5422 415 
1,026 8854 935 
1,031 2287 393 
1,935 5719 7% 


1,039 9152 133 
1,944 2584 416 
1,9418 6016 643 
1,052 9448 
1,957 2850 934 


1,%1 6312 99 
1,065 9745 013 
1,970 3176 975 
1,074 6608 888 
1,979 0040 752 


1.083 3472 569 
1,057 6904 338 
1,092 0336 061 
1,996 3767 740 
2,000 7199 374 


2,005 0630 965 
2,000 4062 514 
2,013 7494 021 
2,018 0925 487 
2,022 4356 913 


0,026 7788 300 
2,031 1219 648 
2,035 4650 959 
2,039 8082 233 
2,044 1513 471 


2,048 494 674 
2,052 837% 842 
2,057 1806 975 
2,061 5238 076 
2,065 8669 143 


2,070 2100 179 


2,074 5531 183 
2,078 8962 156 
2,083 2393 099 
2,087 5824 013 


D. 


43433 352 


43433 276 
33 199 
33 125 
33 053 
32 


43431 348 


31 274 
31 238 
31 203 


43331 168 
31 133 
31 101 
31 067 
31 036 


43431 004 
30 973 
30 943 
30 914 


Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Tang. X. 


9,099 605 662 


9,9999 613 469 
621 124 
628 626 
635 179 
643 188 


9,999 650 253 
657 179 
663 966 
670 H21 
677 143 


9,9999 683 536 
689 802 
605 0945 
965 
707 866 


9,099 713 651 
719 321 
724 879 
730 326 
735 607 


9,999 710 


9,9999 765 558 
770 200 


9,999 78 


9,9099 808 055 


819 232 


822 812 


9,9999 820 321 
829 760 
833 130 
836 435 
839 673 


9,999 5412 849 
845 HU 
849 010 
852 000 


854 051 


20 * 


-} 


ww www wu ww 


111 
93] 


203 | 
9,01 653 
03 353 | 
04 a | 
03 916 065 
| 5,06 43425 085 43432 011 605 
07 26 055 32 842 6 787 
03 26 121 32 776 60655 
09 2%6 187 32 709 6 5 
10 26 252 32 645 6 303 
5,11 43426 315 43432 581 6 AM 
12 26 377 32 5230 6 143 
13 25 438 32 458 6 020 
14 26 498 32 399 501 
15 26 556 32 341 5 785 
5,16 43426 613 43432 283 5 670 
17 26 669 32 227 5 558 
13 26 725 32 172 5 447 
19 26 778 32 119 5 331 
20 26 331 32 005 5 234 
5,21 43432 014 5 131 
22 32 962 746 032 5 028 
23 26 984 32 913 751 060 4 029 
24 27 032 32 864 755989 4832 
25 27 080 32 817 781 4737 
9,26 43427 197 43432 769 26m 
27 27 173 31 723 BE 4 550 
23 27 219 31 679 173750 
29 27 202 31 634 779 210 a 372 
30 27 305 31 591 783 582 4 286 
5,51 43427 348 43431 549 201 
32 u 27 3% 31 507 792 009 4117 
33 27 430 31 466 71 40 
34 27 471 31 426 su 222 3 955 
35 HE 27 509 31 387 804 177 3 878 
37 7585 31 311 726 
33 7623 815 581 651 
39 7658 530 
40 769% | 
5,4 43427 7%9 430 
42 27 763 370 
43 27 796 305 
44 27 829 238 
45 27 860 176 
5,46 43427 893 
47 27 923 
48 27 953 
49 27 983 u 
50 


16. Gudermann, Potenzial-Functionen Taf. I. 


log. Gof. k. 


2,087 5969 082 


2,091 9397 094 
2,096 28235 134 
2,100 6253 203 
2,104 9681 2098 
2,109.3109 421 


2,113 6537 569 
2,117 9965 745 
2,122 3393 943 
2,126 6822 167 
2,131 0250 416 


2,135 3678 688 
2,139 7106 994 
2,144 0535 302 
2,148 3963 643 
2,152 7392 006 


2,157 0820 390 
2,161 4248 795 
2,165 7677 221 
2,170 1105 667 
2,174 4534 133 


2,173 7962 618 
2,183 1391 123 
2,187 4819 646 
2,1091 8248 188 
2,196 1676 747 


2,200 5105 324 
2,204 8533 918 
2,209 1962 530 
2,213 5301 157 
2,217. 8819 


2,222 2248 461 

226 5677 137 
2,230 9105 823 
2,235 2534 534 
2,239 5963 254 


2,243 9391: 989 
2,248 280 738 
2,252 6249 501 
2,256 9678 278 
2,261 3107 068 


2,265 6535 870 
2,269 9964 686 
2,274 3393 514 


2,278 6322 359 


2,283 0251 207 


2,287 3680 071 
2,201 7108 947 
2,206 0537 834 
2,300) 3W6 732 


2,304 7395 642 


D. 


43423 012 


43423 040 
23 069 
23 005 
25 123 
25 143 


434123 176 
25 193 
28 224 
23 249 
23 272 


43425 296 
28 313 
25 341 
28 363 
23 354 


43423 405 
23 426 
25 446 
25 466 
28 485 


43428 
25 
28 
25 559 

7 


28 577 


a on 


43423 594 
23 612 


43123 676 
25 601 
28 706 
23 720 
23 735 


43423 749 
28 763 
25 777 
25.790 
25 502 


43428 S16 
283 823 
28 541 
25 852 
25 504 


43425 876 
25 887 
28 808 
25 910 


log. Ein, k. 


2,087 5824 013 


2,091 9254 897 
2,0096 2685 754 
2,100 6116.52 
2,10% 9547 383 
2,109 2978 157 


2,113 6408 004 
2,117 9839 627 
2,122 3270 323 
2,126 67% 995 
2,131. 0131 643 


2,135 3562 267 
2,139 6992 868 
2,144 0423 446 
2,148 3354 002 
2,152 7284 536 


2,157 0715 048 
2,161 4145 539 
2,165 7576 01 
2,170 1006 460 
2,174 4436 890 


2,173 7867 301 
2,183 1297 693 
2,187 4728 066 
2,191 8158 421 
2,196 1538 75 


2,200 5019 078 
2,204 8449 380 
2,209 1879 665 
2,213 5309 933 
2,217 8740 186 


22.2170 422 
2,226 5600 643 
2,230 9030 849 
2,235 2461 039 
2,239 5891 215 


2,243 0321 376 
248 2751 524 
252 6181 657 


2,2 
2,25 
2,256 9611 777 
2 > 


2,265 6471 977 
2,209 992 058 
2.274 3332 126 
2.278 6762 182 
2,283 0192 226 


2,237 3622 258 
2,291 7052 27 

2,290 0482 288 
2,300 3012 286 
2,304 7342-274 


D. 


43430 834 


43430 857 
30-523 
30. 80L 
774 
30 747 


43430 723 
30 696 
30 672 
30.648 
30 024 


434130 601 
30 578 
30 556 
305 
305 


43430 401 
30.471 
30.450 
30 430 
411 


43430 392 
30.373 
30 355 
30 337 
30 320 


43430 302 
30 285 
30 268 
30 253 
30 236 


43130 221 
30 206 
30 1% 
30.176 
30 160 


43430 148 
30 133 
30 120 
30 107 
30 003 


43430 081. 
30-068 
30 056 
30 044 
30 032 


43430 021 
30 009 
20) 998 
29 989 


log. Tang. K. 


9,9999 854 931 


9,9999 857 803 
360 6% 
863 379 
866 085 
868 736 


0,9999 871 335 
873 882 
876 380 
878 828 
881 227 


9,9999 883 579 
835 834 
838 144 
8% 359 
892 530 


0,9999 894 658 
806 744 
808 789 
793 
902 757 


9,9999 904 683 
570 
420 
91 233 
612.014 


9,9999 913 754 
915 462 
917 135 
918 77 
920 385 


9,999 
923.506 
925 021 
926 505 
927 961 


9,9999 929 387 
930 786 
932 156 
933 499 
934 816 


9,9999 936 107 
937 372 
938 612 
039 827 
941. 019 


0,9999 942 187 
943 332 
944 454 
945 554 
946 632 


D. 


2 872 


204 
3,51 
2651 
2.599 
2547 
5,96 2 498 
57 
58 2 39 
2 352 
| 2 305 
2 200 
2.215 
63 2 171 
| + 2 128 
5,66 
67 2 004 
683 1064 
1 9%6 
1 887 
5,71 1 850 
72 1 813 
73 1 773 
1 743 
3 
1 708 | 
5,76 1 073 
77 1641 
79 28 644 
80 28 660 
1 535: 
5,81 1515 
8 1 454 
83 1 350 
| 1 426 
1 
5,86 1 370 
87 1 343 
83 1 317 
| = 1291 
1265: 
- 1 215 
93 
94 1 168 
95 
1145 
5,96 119 
97 1 100 
95 1.078 
99 
600 


16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. Il. 


log. Cof, k. 


2,304 7395 642 


2,309 0924 561 
2,313 4253 492 
2,317 7682 432 
2,322 1111 383 
2,326 4540 343 


2,330 7969 313 
2,335 1308 293 
2,330 4827 282 
2,343 8256 280 
2,348 1685 287 


2,352 5114 302 
2,356 8543 326 
2,361 1972 359 
2,365 5401 400 
2,369 8330 448 


2,37% 2259 505 
2,378 5688 570 
2,382 9117 642 
2,387 2546 721 
2,391 5975 808 


2,395 9404 902 
2,400 2834 003 
2,404 6263 111 
2,408 9692 226 
2,413 3121 347 


2,417 6550 475 
2,421 9979 609 
2,426 3408 749 
2,430 6837 895 
2,435 0267 048 


2,439 3696 206 
2,443 7125 370 
2,448 0554 539 
2,452 3983 714 
2,450 7412 895 


2,461 0842 081 
2,465 4271 272 
2,469 7600 468 
2,474 1129 669 
2,478 4558 875 


2,482 7988 086 
2,487 1417 301 
2,401. 4816 521 
2,495 8275 746 
2,500 1704 975 


2,504 5134 208 
2,508 8563 446 
2,513 1902 688 
2,517 5411 934 
2,521 8851 154 


D. 


43128 919 


43425 031 
28 94) 
28 951 
28 
28 970 


43423 980 
23 959 
28 998 
29 007 
29 015 


43429 024 
29 033 
29 041 
209 048 
29 057 


43429 065 
29 072 
29 079 
29 087 
29 09% 


43429 101 
29 108 
29.115 
29-121 
29 123 


43429 134 
29 140 
29 146 
29 153 
29 153 


43429 164 
29.169 
29 175 
29 181 
29 186 


434129 101 
29 196 
29 201 
29.206 
29 211 


43429 215 
29 221 
29.225 
29 229 
29.233 


43429 238 
29 242 
29 246 
29 250 


log. Sin. k. 


2,304 7342 274 


2,309 0772 250 
2,313 4202 216 
2,317 7632 172 
2,322 1062 118 
2,326 4492 05% 


2,330 7921 980 
2,335 1351 897 
2,339 4781 805 
2,343 8211 703 
2,348 1641 593 


2,352 5071 473 
2,356 8501 345 
2,361 1931 %9 
2,365 5361 065 
2,369 87% 912 


2,374 2220 752 
2,378 5050 554 
2,382 9080 408 
2,387 2510 225 
2,391 5940 035 


2,395 9369 837 
2,400 2799 632 
2,494 6229 421 
2,408 9659 203 
2,413 3088 978 


2,417 6518 746 
2,421 9948 509 
2,426 3378 265 
2,430 6808 015 
2,435 0237 759 


2,439 3667 497 
2,143 7097 229 
2,448 0526 956 
2,452 3956 678 
2,456 7386 393 


2,461 0816 104 
2,465 4245 809 
2,469 7675 510 
2,474 1105 205 
2,478 453+ 895 


2,482 7904 581 
2,487 1304 262 
2,491 4823 938 
2,495 8253 610 
2,500 1683 277 


2,504 5112 940 
2,508 8542 599 
2,513 1972 254 
2,517 5401 004 
2,521 8831 551 


D. 


43429 976 


434129 0966 
29 956 
29 946 
29 936 
29 926 


434129 017 
29 908 
29 898 
29 8% 
29 830) 


43429 872 
29 864 
29 856 
29 847 
29 854) 


434129 832 
29 824 
29 817 
29 
29 802 


4341209 795 
29 789 
29 782 


2) 


43429 705 
29 7u1 
29 695 
29 6% 
29 686 


43429 681 
29 676 
29 672 
29 667 
29 603 


434129 659 
29 655 
2) 650 
29 647 


log. Tang.k. 


9,9999 46 632 


9,9999 47 689 
43 724 
49 74) 
50 735 
711 


9,9999 52 067 
53 604 
54 523 
55 423 
56 306 


9,99999 57 171 
58 019 
53 850 
59 665 
60 464 


9,99999 61 247 
67014 
62 766 
63 504 
64 227 


9,99999 64 935 
65 629 
66 310 
66 977 
67 631 


9,99999 68 271 
68 900 
69 516 
70 120 
70 711 


9,9999 71 291 
71 859 
72 417 
72 964 
73 498 


9,99999 74 023 
74 537 
75 042 
75 536 
76 020 


9,9999 76 495 
76 061 
77 417 
77 864 
73 302 


9,9999 78 732 
79 153 
79 566 
79 79 
367 


D. 
1 057 
1 035 
1 016 
0 976 
056 


0 937 
919 
853 
U 505 


U s15 
u 799 
783 


) 


629 
UV 616 
0 604 
591 
580 


U 568 
U 555 
U 547 
U 534 
U 525 


0514 
U 505 
0494 
0 484 
U 475 


0 466 
0 456 
047 
438 
U 430 


0421 
0 413 
0404 
0 397 


6,01 
02 
03 
04 
05 
6,06 
07 
03 
09 
10 
6,11 
12 
13 
14 
15 
6,16 
17 
18 
19 
20 
0 694 
6,21 681 
= 667 
054 
24 06% 
25 29 708 
6,26 43429 
29 756 
= 29 750 
29 29 744 
30 29 738 
6,31 
32 29 722 
33 715 
34 29 711 
35 
6,36 
37 
38 
39 
40 
6,41 | 
42 
43 
44 
45 
6,46 
47 
45 
49 
50 


206 


10. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. Il. 


log. Cof. k. 


521 8851 184 


> 2280) 437 

) 5709 695 
„534 9138 056 
222 


5907 


en 


» 
en 

» 


547 9426 763 
552 2556 038 
556 6285 318 
560 9714 600 
565 3143 886 


2, 
2 
2, 
2, 
2, 


569 6573 175 
.574 0002 467 
578 3431 763 
‚582 6561 vol 
587 362 


2,: 
2 
7 


2,591 3719 666 
2,595 7148 973 
2,600 0578 253 
2,604 407 596 
2,6U8 7456 911 


2,613 0866 229 
2,617 4295 549 
2,624 7724 872 
2,626 1154 198 
2,030 4583 526 


2,634 8012 856 
2,639 1442 189 
2,043 4871 524 
2,647 8300 S6L 
2,052 1730 200 


2,656 5159 542 
2,660 8588 885 
2,065 WIS 231 
2,6609 5447 579 
2,673 8376 928 


2,678 2306 280 
2,682 5735 634 
2,686 0164 989 
2,691 250+ 346 
2,695 6023 706 


2,699 9453 066 
2,704 2382 429 
2,708 6311 793 
2,712 9741 159 
2,717 3170 527 


2,721 6509 896 
2,726 0029 267 
2,730 3458 639 
2,734 6888 013 
2,739 0317 388 


D. 


43420 253 


43420 253 
29 261 
29 266 
29 268 
29 273 


43420 275 
29 280 
29 232 
20 286 
29 289 


43429 292 
29 296 
29 298 
29 301 
29 304 


43429 307 
29 310 
29 313 
29 315 
20 318 


43120 320 
29 323 
29 326 
29 328 
29 330 


43420 333 
29 335 
29 337 
249 339 
2) 3142 


43429 343 
29.346 
29 348 
29 349 
29 352 


43429 354 
24 355 
29 357 
29 360 
29 360 


43429 363 
29 364 
29 366 
29 368 
29 369 


43329 371 
29 372 
29 374 
29 375 


log. k. 


2,521 8831 551 


2,526 2261 193 
2,530 56% 832 
2,534 9120 467 
2,539 2250 098 
2,543 6979 726 


2,547 94)9 350 
2.552 2338 970 
6208 588 
2,560 9695 
2,565 3127 812 


» 


2,569 6557 419 
2,573 9087 023 
2,578 3416 625 
2,582 6846 228 
2,587 0275 818 


25,01 3705 410 
2,5095 7134 999 
2,600 0564 586 
2,604 3094 169 
2,003 7423 751 


2,613 0853 329 
2,617 4282 WS 
2,621 7712 478 
2,626 1142 049 
2,030 4571 618 


2,634 SU01 184 
2,639 1430 748 
2,643 4860 309 
2,647 8289 868 
2,652 1719 425 


2,656 5148 980 
2,660 8579 533 
2,665 2008 084 
2,669 5437 632 
2,673 8367 179 


2,678 2206 724 
2,682 5726 267 
2,686 9155 807 
2,691 2585 347 
2,695 GU14 834 


2,699 9444 419 
2,70% 2873 053 
2,708 6303 485 
2,712 9733 016 
2,717 3162 545 


2,721 6592 072 
2,726 0021 597 
2,730 3451 121 
2,734 6880 644 
2,739 0310 165 


D. 


43120 642 


433120 639 
29 635 
20 631 
29 623 
29 624 


43420 620 
29 618 
29 613 
29 611 
29 607 


43429 603 
29 602 
29 598 
29 595 
29 592 


43429 589 
29 597 
24 583 
2) 582 
29 578 


43429 576 
29 573 
29 571 
29 569 
29 566 


43429 563 
20 561 
29 559 
29 557 
29 555 


43429 553 
29 551 
29 548 
29 547 
29 545 


43429 543 
29 54) 
29 540 
29 537 
29 535 


43420 534 
29 632 
29 531 
29 529 
29 527 


43429 525 
29 524 
29 523 
29 521 


log. Tang, 


9,00999 80 367 


09,99999 80 756 
Sı 137 
sı 511 
81 876 
82 236 


87 851 
83 


9,99999 88 328 
88 559 
88 785 
89 007 
89 225 


9,0999 89 838 
89 648 
89 853 
90 053 
251 


9,9999 90 444 
90 633 
818 
91 008 
91 178 


9,99999 91 353 
91 524 
91 692 
91 857 
92 018 


9,9999 92 176 
92 330 
02 482 
92 631 


2 


6,51 351 
52 374 
d 
53 365 
55 351 
6,56 9,0999 82 587 345 
37 82 932 338 
53 s3 270 331 
60 83 026 318 
6,61 9,099 84 244 312 
62 556 
63 502 300 
64 85 162 2 
63 85 356 2838 
6,66 9,99999 85 744 282 
67 s6 026 277 
| 63 s6 303 270 
69 s6 573 267 
70 s6 SW) 260 
6,71 9,99999 87 100 256 
72 87 356 2% 
87 606 245 
74 241 
73 236 
60,76 231 
77 226 
78 222 
79 218 
80 213 
6,81 210 
82 205 
53 200 
84 1099 
193 
b,36 189 . 
38 183 
89 177 
90 173 
6,91 171 
92 168 
93 165 
04 101 
95 158 
6,96 154 
97 152 
99 146 
7,00 


10. Gudermann, Potenzial= Functionen Taf. U. 


log. Cof. k. 


2,739 0317 388 
2,743 3746 764 
2,747 7176 143 
2,752 0605 522 
2,756 4034 903 
2,760 7464 285 


2,765 0893 669 
2,769 4323 053 
2,773 7752 439 
2,778 1181 827 
2,782 4611 215 


2,756 8040 605 
2,791 1469 996 
2,795 4809 388 
2,799 8325 751 
2,804 1758 175 


2,808 5187 570 
2,812 8616 %6 
2,817 364 
2,821 5475 762 
2,825 161 


2,830 2334 561 
2,834 5703 963 
2,838 9193 365 
2,843 2020 768 
2,847 6052 172 


2,851 9481 577 
2,856 2910 982 
2,360 6340 389 
2,364 9769 796 
2,869 3199 204 


2,873 6628 613 
2,878 0058 023 
2,882 3487 433 
2,886 6016 845 
2,891 0346 257 


2,895 3775 669 
2,899 7205 083 
0034 497 
2,908 4063 
2,912 7493 327 


2,917 0922 743 
2,021 4352 160 
2,925 7781 577 
2,930 1210 995 
2,934 4640 413 


2,938 8069 832 
2,943 1409 252 
2,947 4928 672 
2,951 8358 003 
2,956 1787 515 


D. 


43429 376 


43429 379 
29 379 
29 381 
29 382 
29 354 


43429 384 
29 386 
29 383 
29 388 
29 3% 


43429 39 
9392 
29 393 
29 394 
29 395 


43429 396 
29 398 
29 398 
29 399 
29 40 


43429 402 
29 4u2 
29 403 
29 404 
29 405 


43429 405 
29 407 
29 407 
29 408 
29 409 


43429 210 
29 410 
29 412 
29 412 
29 412 


43426 414 
29 414 
23414 
29 416 
29 416 


43429 417 
29 417 
29 418 
29 418 
29 419 


43429 420 
29 420 
29 421 
29 422 


log. Sin. k. 


2,739 0310 165 


2,743 3739 685 
2,747 7168 203 
2,752 0598 720 
2,756 4028 236 
2,760 7457 750 


2,765 0887 263 
2,769 4316 774 
2,773 7746 285 
2,778 1175 794 
2,782 4605 302 


2,782 8034 809 
2,791 1464 314 
2,795 4893 819 
2,799 8323 322 
2,804 1752 824 


2,808 5182 325 
2,812 8611 825 
2,817 2041 325 
2,821 5470 823 
2,825 8900 320 


2,830 2329 816 
2,834 5759 311 
2,838 9188 805 
2,843 2618 298 
2,847 6047 791 


2,851 9477 283 
2,856 2006 773 
2,800 6336 263 
2,864 9705 752 
2,869 3195 240 


2,873 6624 728 
2,878 0054 215 
2,882 3483 700 
2,886 6913 185 
2,891 0342 670 


2,895 3772 152 
2,899 7201 637 
2,904 0631 119 
2,908 4060 601 
2,912 7490 082 


2,917 0919 562 


2,921 4349 042 


2,925 7778 521 


2,930 1207 999 


2,934 4637 477 


2,938 8066 954 
2,943 14%6 431 
2,947 4925 907 
2,951 8355 383 
2,956 1784 858 


D. 


43429 5%0 


43429 518 
29 517 
29 516 
29 514 
29 513 


43429 511 
29 511 
29 509 
29 508 
29 507 


43429 505 
29 505 
29 503 
29 502 
29 501 


43429 500 
29 500 
29 498 
29 497 
29 496 


43429 495 
28'494 
29 493 
29 493 
29 492 


43129 4% 
29 490 
29 489 
29 483 
29 483 


43429 487 
29 485 
29 485 
29 485 
29 454 


43429 433 
29 452 
29 482 
29 451 
29 480 


43429 480 
29 479 
29 473 
29 478 
29 477 


434209 477 
29 476 
29 476 
29 475 


log. Tang. x. 


9,999 999 2 777 
9,999 999 2 921 
3 060 
3 198 
3 333 
3 465 


9,99 99 3 504 
3 721 
3 846 
3 %7 
4 087 


9,999 99 4 204 
4 318 
4 431 
4 541 
4 649 


9,999 999 4 755 
4 859 
4 %1 
5 061 
5 159 


9,999 999 5 255 


530 
619 


on 


9,99 99 5 706 
5 79 
5874 
5 0956 
6 036 


9,99 999 6 115 
6 192 
6 267 
6 3 
6 413 


9,99 999 6 485 
6554 
6 622 
6 6% 
6 755 


9,999 999 6 819 
6 882 
694 
7004 
7.004 


9,99 99 7 122 
7179 
1235 
72% 
7 343 


mw 


207 
1 
139 
138 
135 
132 
129 
7,06 
07 
08 
20 
10 
7,11 
113 
13 > 
14 108 
15 106 
7,16 
17 102 
18 14) 
19 
20 
- ©; 
22 348 92 
23 | 440 17) 
24 89 
25 87 
7,26 
27 
23 
2) Ss 
30 79 
7,31 
32 75 
33 73 
34 73 
35 72 
7,36 
3 08 
33 
3) 65 
40 64 
7,41 03 
42 02 
44 
45 58 
7,46 
47 
43 
49 
50 


16. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Cof. k. 


2,056 1787 515 
2,%0 5216 937 
2,964 8646 359 
2,969 2075 782 
2,073 5505 205 
2,977 8034 029 


2,082 2364 054 
2,986 5793 478 
2.99) 9222 904 
2,995 2652 330 
2,990 G0SL 756 


3,003 182 
3,008 2940 610 
3,012 6370 037 
3,016 9799 465 
3,021 3228 893 


3,025 6658 322 
0087 751 
3,034 3517 180 
3,038 6946 610 
3,043 0376 0 


3,047 3805 471 
3,051 7234 902 
3,056 334 
3,100 4093 765 
3,64 7523 197 


3,069 0952 62) 
3,073 4382 
3,77 7811 494 
3,082 1240 0927 
3,086 4670 361 


3,0% 8099 795 
3,095 1529 229 
3,099 4058 663 
3,103 8355 098 
3,103 1517 532 


3,112 5246.967 
3,116 8676 403 
3,121 2105 839 
3,125 5535 275 
3,129 TIL 


3,134 2394 147 
3,138 5523 584 
3,142 9253 021 
3,147 2682 457 
3,151 6111 895 


3,155 0541 332 
3,160 2970 770 
3,164 6400 209 
3,163 9329 645 
3,173 3259 084 


D. 


43429 422 


433120 422 
29 423 
29 423 
29 424 
29 425 


434129 424 
29 426 
20 426 
29 426 
29 426 


43429 4283 
29 427 
29 423 
20 428 
29 429 


43129 429 
23 429 
29 430 
29 430 
29 431 


43420 431 
29 432 
20 431 
29 432 
29 432 


43429 432 
29 433 
29 433 
29 434 
29 454 


434129 434 
29 434 
29 435 
29 434 
2) 435 


43429 436 
29 436 
29 43506 
29 436 
29 436 


43429 437 
2) 437 
29 436 
29 433 
29 437 


43429 433 
29 438 
29 438 
29 433 


log. k. 


2,056 1784 858 


2,%0 5214 332 
2,964 8643 806 
2,969 2073 280 
2,973 5502 752 
2,977 8932 225 


2,982 2361 697 
2,986 5791 
2,990 9220640 
2,995 2650 110 
2,999 6079 530 


3,003 9509 050 
3,008 2933 519 
3,012 6367 989 
3,016 9797 467 
3,021 3226 925 


3,025 6656 392 
3,030 0084 80U 
3,034 3514 327 
3,038 6943 793 
3,033 0373 259 


3,047 3802 725 
3,051 7232 101 
3,056 0661 656 
3,060 4091 121 
3,064 7520 585 


3,069 0950 049 
3,073 437) 513 
3,077 7808 977 
3,082 1238 440) 
3,086 4663 WJ 


3,090 8098 365 
3,095 1527 828 
3,099 4957 200 
3,103 8386 751 
3,108 1816 213 


3,112 5245 674 
3,110 8675 135 
3,121 2104 596 
3,125 5534 057 
3,129 8963 517 


3,134 2392 977 
3,138 5322 437 
3,142 9251 
3,147 2081 355 
3,151 6110 815 


3,155 9540 273 
3,160 2%9 732 
3,164 6399 191 
3,168 9823 649 
3,173 3258 107 


D. 


43429 474 


43429 47 
2) 474 
23 472 
23 473 
29 472 


43429 471 
29 472 
29 470 
23 47() 
29 470 


43429 469 
26 309 
2) 469 
29 468 
29 467 


43429 468 
29 407 
29 406 
29 466 
29 466 


43429 466 
29 465 
29 465 
29 464 
29 464 


43429 464 
29 464 
29 463 
29 463 
29 462 


43429 463 
29 462 
29 461 
29 462 
29 461 


43429 461 
29 461 
29 461 
29 460 
29 460 


43429 460 
29 459 
29 459 
29 460 
29 458 


43429 459 
29 459 
29 458 
29 453 


(Die Fortsetzung folgt.) 


log. Tang. 


9,999 999 7 343 


9,938 999 7 398 
44 
7498 
7547 
75% 


0,999 999 7 633 
76% 
7 736 
7 780 
7823 


0,999 999 7 868 
7 %9 
7 951 
99 
8 032 


9,909 999 8 070 
.8 109 
.8 147 
8183 
8 219 


9,999 999 8 254 
8 289 
.8 322 
8 356 
8 338 


9,999 99 8 420 
8 452 
.B 483 
8 513 
8 542 


0,999 099 8 570 
8 599 
8 027 
‚8 653 
8081 


9,999.099 8 707 
8 732 
‚8 757 
8 732 
8 806 


9,999 099 8 830 
‚8 653 
8 875 
S 898 
8920 


9,999 999 8 941 
8 962 


983 
903 


9 023 


w 
or 


208 
D. 
| 7,51 
- 52 
49 
55 47 
47 
| 7,56 
57 
58 
59 
60 
7,61 
| 62 
63 | 
64 
| 65 
7,66 
67 
68 
| 69 
70 
7,71 
| 32 
| 74 
32 
7,76 
30 
= 29 
79 
| 29 
= 23 
82 
| 83 m 
26 
25 
7,86 m 
90 
7,91 
23 
- 93 > 
94 
95 
97 — 
98 
99 
8.00 
| 
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17. 
De resulutione algebraica aequationis X” =1, sive de 
divisione eirculi per bisectionem anguli septies repelitam 


in partes 257 inter se aequales commentatio coronata. 
(Cont. Diss. Vol. IX. Fasc. 1. et 2.) 
(Auct. Richelot, Doct. phil. Region. ) 


X, 
haeec notatio: 


Str= 008 +:sinz;z radix quaelibet imaginaria aequationis 

X”—=1 adhuc indeterminata. — Jisdem deinde signis pro « ac in arti- 
culo I. pro r adhibitis, uncorum vero forma commutata, ponatur: 

1 

1 
3 


231 = = + = [27] 41230) 


etc. 


ubi rursus in uncis multipla numeri 257 desumere licet a potestatibus nu= 
meri 3. per se clarum est, valores Pı3 « Cconvenire 


cum his: 
Ar 


557° 
licet in prorsus alio ordine scriptis. 

Aequatio 125ti ordinis, cuius radices sunt » Pins EX 
aequatione hac: 


67 2567 
2008 555 2.c08 


2008 5553 2008 


+X+1=0, 
ibi substitutione y= A +> adhibita, oriatur necesse est. Quae aequatio 
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ordinis, fit: 


__125.124.123 m 12.198.100 
1.2.3 


Cuius aequationis coefficientes coefhicientibus evolutae formulae ( 
secundum modulum 257 congruos esse notum est. 


etc. 


st . . 
Ponamus porro: 2= 0087 + unde hae aequationes in se- 


quentibus saepissime adhibitae derivatae sunt: 
2123 m 
== R 


nee non posito 2 < 64: 


+ Rn — 0, 
1. — 2isin— 
264—n — 
2 c08 —— 
MH=—1, R?=1, 


Rursus denique fit: 


vetere gaudeant significatione, quae functiones sequenti ratione determinan- 
dae sunt. Rursus vero erit: 


nec non: 


= — 1. 

Notas esse pono nec alia ratione quam in artic. VII. demonstran- 
das propositiones has: Primum: productum fi. semper fore formae: 
—=[F(R)]. nonnisi quantitatis potestates contineat, haud 
vero quantitates 95 

deinde: FH) esse coefficientem quantitatis ?,, provenientem in evo- 
lutione produeti ommibus produetis quantitatum ad lineares func- 
tiones quantitatum > reductis; 


tum: productum 7,.7?„ evolutum in linearem formam quantitatum 
p non contenturum esse quantitatem p, nisi aut 9=n, aut p, et >, tales 
12,3] et [2,3°] sint, quarum loco aequivalentibus (?, x) atque 
2, y) substitutis, (ubi x et v2. 125,) x et v condition v= x+1 satis- 


Faciant. 


17. Richelot, de resolutione algebraica aequationis 1. 


Postremo: Ex aequatione: 


protinus derivarı posse hanc: 
ubi »2 et s integros numeros signilicent. 


Quarum propositionum tertiam adhuc ita facile demonstremus,. 
Habemus: 


= [2,#]-[2, 
= + [257 sit, 


ex theoremate satis note est: 
sive = [?,z+v] + 13,257 
Ut igitur hie proveniat quantitas p, sive [2,1], fiat necesse est: 
aut 237 —r—ı=l, 

aut 257 —ı+V=1, 

Inde clarum fit, pro % et v inter se inaequalibus, ex sex illis conditioni- 
bus, cum x et v positivi numeri < 125 sint, nonnisi quartam et sextam 
stare posse, 4. d. & = 

Sin vero x=v, etiam fore constat: 
= = + 13257], 

[2%] + [0] + 1357], 
2 + [2,2%]. 


sive cum 


nec non 


Hanc ob rem, cum habeamus: 

— — Rp etc. — 
coefficientem «wantitatis >, in evolutione quadrati (p,)' omnino esse = —? 
clarum fit, 

Casus unus exeipiatur vero necesse est, ix =v=125 est; tum 
enim fit [2,2%] =1[2,1]=p,, unde sequitur in hoc uno casu coeflicien- 
tem quantitatis p, fore = —1. 

Ad usum sequentem tertiam construxi tabulam, ubi in superiori sin- 
gula serie posita sunt aggregata formae [2,x%], ita ut numerus « ex ordine 
legatur, in inleriori singula quaeque quantitas >, cum singulo quoque aggre- 
gato [?, #] supra stanie congruens. 
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Tabula tertia 
2,1] [2.2] [23] 1241 125] [36] [3,7] [238] [23,9] [2,10] [2,11] [2,12] [2,13] [2,14] [2,15] [2.16] 
Ps Pı Pu Ps Po Ps Ps P2 Pus Pr Ps Ps Pe 
f 2,17] [2.18] [2,19] [2,20] [2,21] [2,22] [2,23] [2,24] [2,25] [2,26] [2,27] [2,28] [2,29] [2,30] [2,31] [2,32] 
Ps Pıs Ps Ps Prs Pır Pıw Ps Ps Ps Par Pıar Pır Pır 
g1233] [234] [2,35] [336] [337] [238] [2,39] [2,40] [2,411 [2,42] [2,43] [2,44] [2,451 [2,46] [2,47] [2,48] 
Pu Pr Ps Pa Ps Pur Prı Po Po Pn Ps Pr Ps Pa Po 
12,49] [>50] [2,51] [2,52] [2,23] [2,54] [3,55] [3,56] [2,57] [2,58] [2,59] [2,60] [2,61] [2,62] [2,63] [2.64] 
Po Pr Po Ps Pa Pıus Par Po Pa Par Pr 
g12,65] [2,66] [2,67] [23,68] [2,69] [2,70] [2,71] [3,72] [2,73] [2,74] [2,75] [2,76] [2,77] [2,78] [2,79] [2,80] 
"Ps Pur Ps Po Po Ps Pı Pa Pu Pıuı Ps Ps Pr Pa 
[2,32] [383] [2,54] [385] [2,56] [2,57] [3,88] [2,89] [3,90] [3,91] [2,92] [2,93] [2,94] [2,95] [2.96] 
Pı Pr Ps Pa Pr Ps Pr Pws Po Pıza Pus Pın Ps2 
[2,97] [2,98] [2,99] [2,100] [2,101] [2,1027] [2,103] [2,104] [2,105] [2,106] [2,107] [2,108] [2,109] [2,110] [2,111][2,1127 
Pu Pu Prs Ps Pu Pas Pır Ps Ps Pa Po Ps Ps Par Pa 
612,113] [3,119] [2,115] [2,116] [2,447] [2,120] [2,121] [2,1227 [2,123] [2,124] [2,125] [2,126] [2,127] 2,128] 
Pu Ps Por Pus Ps Pr Pr Ps o Ps Pu Pa Pr Pr Pa Ps 
Ex tabula tertia primum derivatur, illam quantitatem p,, , quae Ccon« 
gruat cum [2,125], haneque ob rem euius quadratum >}, contineat non 
— sed —1 tanquam coefficientem quantitatis esse = 


Iam vero nune nihil est facilius quam determinare Z'(R); cum enim 


habeamus 

in producto eoefliciens quantitatis >,.p, erit = M’tm sig 
et 2 inaequales sint; sin vero 9g=n, eoefüciens ille t = Rt), 

Ex tabula igitur tertia sensim sensimque leguntur omnia producta 
P3*Pr, binas ibi se excipientes quantitates > coniungendo, ex singula vero 
quoque producto desumitur coefhiciens Ad summam omnium 
harum potestatum quantitatis signilicatam per + Arte) adiicia- 
tur hoc aggregatum: 

quod ex coefficientibus quadratorum quantitatum » derivatur; inde sequitur: 
3 (Brtom Roter) 2 
+ 

Quia vero omnes exponentes potestatum Z# hie provenientes, mul- 
tipla numeri 125 subtrahendo < 125 reddendi sunt, ad construendam pro 
singulo quoque numero zn aggregatum 3 + adhiberi potest 
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tabula, minima residua positiva et negativa numerorum horum: 
m, 2m, 3m, etc. 127 m 

secundum modulum 125 continens, unde igitur residua minima producto- 
rum zm et gm protinus inveniantur. 

Transgrediamur igitur primum ad determinandam «quantitatem FR 
pro n=1; ubi ipsa FR significetur per Z*(), ita ut habeamus: 

SS = 

Aggregatum 3 4 fiet in hac suppositione formae 

(2/70), Altera pars quantitatis ex quadratis quantitatum p, ema- 


nens erit: 2 + 73%) + RW 
sive — 4 + ete + R®, 
ita ut habeamus hunc valorem ipsius Zr: 


(AR) + 1265 +R? +R® +R® +R% +R R> + + 752 3 


etc. 
Per se clarum est, inde F*(Zt*) derivari eo posse, quod ubique 3° 
pro ipso Zi ponatur. 
Quem ad finem sequentes aequationes ex iis derivatae, quae sub 1) 
continentur, afferantur. 
Numerus x est, quod attinet ad formam suam: 
aut 128 2, aut 64(2r +1), aut 32(2r +1), aut 16(22r +1), 
aut S(22-+1), aut +1), aut 222 +1), aut 
ubi 2 numerum quemlibet significet; quibus positis hae aequationes re- 
spective valent pro singulis ipsius x formis: 
Re+Rtm—=0, 
ubi s quemlibet significet numerum integrum positivum. 
Unde sequitur, pro omnibus formis numeri x, prima excepta, hanc 
stare aequationem: 


>14 17. Richelot, de resolutione algebraica aequalionis —1, 


quia pro omnibus ceteris formis, quisque terminus habeat in hac expres- 
sione talem alterum, quo adiecto, summa fiat = 0, 

Kodem modo facile intelligitur, sequentes aequationes pro omnibus 
formis numeri x valere, utraque priori excepta: 

+0, 
Prorsus simili Yu ex iisdem causis progrediendum esset. 

Omnibus his aequationibus ad functiones formae F*(R*) quam fa- 
cillime derivandas ex generali formula 7*(R) ita utimur. 

Primum cum clarum sit: = —= 1, in quantitate F*(R) 
pro quaque singula potestate ipsius A, R"® seribendum est; ut inde efli- 
ejatur: Inde ft: 

6. FR®) = —R®— — 1. 
Deinde cum habeamus: —1, +1, in 
pro ommnibus imparibus potestatibus ipsius seribendum est 4“, 
pro omnibus vero paribus ut inde efhciatur Inde fit: 
= — 129 4 128 R®, 
sive = — 257. 
Pro omnibus vero quantitatibus Z”(A°), ubi x ceteras formas induit, non 
minus formula generalis multo brevior reddi potest. Cum enim pro his 
lormis habeamus aequationes (5.), etiam ad illum valorem generalem adii- 
cere possumus has expressiones: 

+2 RL ct. + R'®) 

— 
quippe quae in omnibus ceteris suppositionibus pro x, excepta x = 128 
et ipsae manent =0. 

Quo facto expressio generalis quantitatis #*’(/?), unde F*(R*) loco 
ipsius /2 posito semper adhuc derivari potest, hace At: 


‚2 +-27% — IR“ 
— 2RFLIRS, 


17. Richelot, de resolutione algebraisa aequationis X’ 1. 215 


In qua formula ubique pro ipso positis respective A, Kt, 
omnibusque exponentibus inde emergentibus < 125 redditis, adhibitisque 
in quoque singulo casu aptıs aequationibus inter has: + — 0, 
+ —=0, etc, has invenimus formulas: 

9. — 1416R%, 


10. 15 
11. FR) — 9+ 


14. 
+’ + R”_ RR? 
+ 
Ex his formulis ubique loco ipsius posito, sive omnium 
potestatum ipsius /t exponentibus per (22-1) multiplicatis, inde oriuntur 
verae formulae funetionum: 
Quippe quod per aequationes (3.) clarum fit, quae docent, illas acıua- 
tiones ?+R"=0, ete., quibus adhibitis generalis for- 
mulae (8.) termini in speciali quoque casu minuti sint, loco A posito A, 
haud mutari. 
Priusquam has functiones #"A relinguamus, de memorabili earum 
natura disserendum est. 
Primum facile ex formulis (9.), (10.) ete. desumitur, quadrata coo!- 
ficientium potestatum ipsius /{ esse = 257. Habemus enim: 
in formula (9.): 1+ B> == 757, 
in formula (10.): 1” +2.4° = 257, 
in formula (11.): 9° +2.2 44. 6? zu 257, 
in formula (12.): 257, 
in formula (13.): 257, 
in formula (14.): +S.4= 257 
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Quippe quam proprietatem jam in priori parte animadvertimus, et 
unde sequitur harum funetionum indolem cum numeri 257 compositione 
ex quadratis arctissime cohaerere. 


Tum vero et per se clarum est, et ex formulis comprehenditur 
quantitatem si forma +1), ubi A<7, gaudeat, ex ter- 
minis solis formae m Rent, ubi 7 et £ numeri integri sint, componi, 
nec non significari posse, his conditionibus valentibus: #*7?* per SmRtentn, 
si antea fuerat per expressum; qua proprietate adhibita, 
haecc memorabilia thereomata sequuntur: 

Si, ?"(?n+1) posito, A<6>>0 est, semper erit 


Demonstratio: Numerus 64—x eadem forma, qua x ipse, gau- 

det, erit enim: 

= 64— +1) = 
hanc ob rem 64— x loco ipsius x in omnibus formulis ubi A<{6 est, sub- 
stituere licet. 

Formulas vero omnes accuratius perspicientemn haud fugere potest, cui- 
termino formae mR? alterum subscriptum esse formae 
(in formulis praemissis ipsis 2 = est) eosque binos terminos in es 
(9.), (10.), (11.), (12.), si £ est numerus impar, eodem signo, si £ est nı 


merus par, eontrario frui signo. Ex qua regula soli primi termini inte- 
sros numeros continentes Ponere licet 


ha r 


ubi 7, 2, g, Z numeri integei sunt. Jam vero si loco ipsius 
6—% (2 n-+1) substituamus, fit, aequationibus (1.) et (2.) adhibitis : 


+ m fit: + m — +m 
+ m fit: + m R: 

+ fit: + g (?2n+1))22 +9 Rt? ya 


valoribus signoque adiecto, formulaque inde emer- 
gente pro cum antea allata pro com- 
parata, positis, sponte inde Aluit theorema demonstrandum primum ; 


| 
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F — [Fi 
si ı<6 et >O ponatur, 


Si vero A=0 est, formula (13.) provenit, cuius prorsus contraria 
natura haud diffieilius in oculos cadit. 


Quamquam etiam hie inveniuntur termin: bini correspondentes, 


m RED et m R®+VC-® tamen hie, si, ? est numerus par, sunt signa 
utriusque termini paria, si Z impar, imparia; praeterea ibi lesitur unus ter- 
minus solus: — AH), 
Ponere igitur possumus: 


kam ibi ponamus: 
N 


ande fıt: 
+9 + gR 63—2n) (6427) 
fam rursus ex aequationibus (2,) sequuntur hae: 
— 3253-27) + 
= (64— (<i+1)) 
m + zn 
+ + 
valorıbus supra rursus substitutis, tota formula cum superiori col- 


lata atque M=n posito, theorema secundum demonstrandum se elfert: 
F ı —- — FF! n+1) — R®, 


Haec fuerunt theoremata quae ex functionum 7" forma sola, derivarı po- 
tuerunt; quippe quae functiones quasi fundamentales in tota solutione erunt, 
his sequentibus solis adiectis. 
Ponamus enim secundum: 
Soße = 
ubi rursus F"(R*) quantitas, quae ex integris potestatibus ipsius /i, integris 
coefficientibus gaudentibus, componitur. Id vero licere ex prima huius arti- 
enli propositione Auit. Prorsus simili ie via profieiscentes ac apud functiones 
generales formas funetionum “(R®), etc. nancisci 
potuissemus, quae loco ipsius R, k®*' posito, verae manerent. Unde has 
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generales formas eruimus: 
— +3 + RS, 

Hic rursus in funetionibus 2" (A), F summa quadrato- 


F'(RY) — 


rum coeflicientium potestatum ipsius A = 257 erit: 
apud (20°) sicut apud F* RP 257, 
apud = 2.1 42.343. +1 
apud = 
apuıd = = 257. 
lam transeamus ad novas quantitates #"", hac aequatione sequentes: 


quarum formae generales, i. e. tales in quibus A?"*' loco ipsius A sub- 


stituere licet, sunt hae: 


yıır 
Al 


rursus habemus summam quadratorum coefficientkum potestatum ipsius Zt: 
apud sieut apud = 12517, 
apud F"it= 
apud +5. 
CGontemplemur similiter quantitates 7”, per aequationem = 
explieatas. Quarum generales formulae sunt: 
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RY+RS+ RO 4% 258) 
+ 

Summa «madratorum coeffieientium est: 

apud # (7) sicut apud (A) = 257, 

apud = 7.1°+ 7.3 2.6? = 257, 

apud +12.°+# = 12517. 
Iam habemus posito has formulas: 

summa quadratorum ceoeffientium apud est sicut 

apud "Rr= +5? 
Si denique ponamus: 


Se Sax = 


hae generales formae, ubi igitur /2°”*' loco ipsius R ponere licet, inven- 


FR) — 


= 


tae sunt 
ubi rursus summa quadratorum coeflicientium in F"R=1257 est. 
Postremo vero pro =!" (In+1), ubi A<7, >O est, invenimus esse 
18. 257, 


Quod theorema aeque ac plurima praecedentium a priori demon- 
strare licet, simili calculo, quam in articulo VIIL secuti sumus, adhibito. 
Demonstremus exempli gratia theorema (19.) ita. Habemus 
nec non 
unde sequitur: 


28° 
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+ (Zp 


= + pı Pı +p: P: etc. + Pızr Pırr 3 


etc. 


ubi: 


positum est. 


Iam vero fi. haud mutatur, in utroque factore indices «quantita- 
tum > per 1 augendo, quo fit : 


ex fi, et ex for; 
ex 


Inde igitur iam a priori concludere lieitum fuisset, omnes coefhicien- 


hanc ob rem 


tes quantitatum Zt, Zt” etc. functiones tales ipsorum p fore, quae si indices 
augeantur valorem non commutent. Eodem modo iam a priori intelligere 
potuissemus, quia fı.f; valorem, pro A", R’ vel pro R’, R® etc. substitu- 
tis non commutant, in formula ipsius fi. coeflieientes ipsorum R et R 
sive et eosdem esse, non minus quam ipsorum A? et etc, 
Iam rero clarum est: &(p,p„) negativam summam esse coefli- 
cientium ipsorum 2,, ?, etc. in evolutione lineari quantitatis p?, p 
Habemus vero, propositione tertia articuli huius adhibita: 


PoPm = Px Py> 


ın ® 


unde indiees augendo: 
PıPm+ = Py+ı 3 
etc, 
unde oritur: 
= Zp = —% 

Si vero habeamus erit: 

PoPo — 2 + Px> 

= 


Ouibus collectis habemus: 
sivre cum habeamus: 
ZA?’ etc. —1, 


sequitur: 


ffir = 


| 

etc. 
= 2.18 + Ep, = 2.18 — 1. 
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unde sequitur: 
uno excepto cası si formae est: +1), tum enim 
ec non =—1. 
Similiter theorematum (18.) a priori possunt priora demonsti 


habemus enim: 
Jar == (FR*) fox 
x = 125 posito, habemus: 


unde cum 
habemus: 
1 F RS, 
Si vero xe=64 ponamus, habemus: 
Sa = (FR®) = Ale RN 
sive eum Sons = Sa 257 (ex aeg. 19.) sit: 
— __ 757. 
Eodem modo x = 32 posito sequitur: 


257 — FR”, 
Eodem calculo etiam ceterarum functionum Z(At) formulae a prior 
rivantur. 


sive 


Simile quoddam theorema, ae (19.) apud functiones f, de om 
functionibus valet, quae nee = —1 nec = — 257 erant, 
habemus: 

20. = 257, 
ubi x formula 2” (92 +1) exprimitur, pro functionibus F', Fr, 
tamen apud functiones casibus ubi AZ 6 exceptis, apud 
tiones adeo ubi AD 5, apud 7" praeterea ubi 4> 4, apud 
ubi A>3, apud praeterea ubi hz2,; apad denigur casılu: 
h>1 exceptis. 

- Quo theoremate supposito facile intelligitur in omnibus his fun. 
nibus, quae in theoremate (20.) contineanfur, summam «nadratorum - 
fieientium quantitatum Zt, A, etc. ad quas omnes ceterae 
ipsius redigere lieet, esse = 257. 
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Ponamus enim: 


FR 


unde 

+0,0,) 
+ 0,0,)( + KT) 


etc. 


etc. 


tum erit 


sıve cum 


= 2cos a > — 
= 20087 = — 
etc. 
zum 2008" =0 


sit, habemus: 


+ tet. + 


+2, + etc. + — C08 


4 


64 
2; 
257 +2(a,a,;, +0,0,+etc. + — — 
+ etc. 


unde sequuntur, cum quantitates incommensurabiles comparentur: 


nec non 
etc. 
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Jam vero theoremata (20.) a priori demonstrare reliquum est. 
Posuimus in universo, si & est numerus < 7 integer, atque 
x 
Inde sequitur, ubique 12S— x loco ipsius x posito: 
123s—x 

Jam vero ex signilicatione ipsius f sequitur, semper fore: Fersen ES, Mi 
m est numerus integer, unde derivatur: 


Ouibus valoribus in aequatione superiore substitutis, utraque priori inter 
se multiplicatis, efficitur: 

— 

Iam vero loco ipsius x, valore suo substituto, theoremate«ue (19.) 
adhibito sequitur: 


= 257, 
257, 


nisi 2’ potestatem numeri 2 maiorem quam sextam continet; hanc oh 
rem adiiciatur conditio 2'*”(2z2+1) non continere potestatem maiorem 
quam sextam, sive 


k+H-h<7, 
qua conditione repleta, erit: 
257.257 = 257, 
sive: 
At theoremata demonstranda, nihil aliud continent, quam omnes casus, i: 
quibus Dieri potest, dum respective valores 1, 2, 
aceipiat. 


Habemus denique ex forma functionum FR demonstratum summanı. 
semper esse quantitatem realem. Qua animadversione eum aequationibu: 
(20.) apte collata facile invenitur, functiones | quae in theoren. (20.) con- 
tinentur has induere posse formas: si x rursus = \!"(Ir+ 1) est: 
21. F'R* = Y(257) 
iis exceptis casibus ubi 4 >95, 
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= y (257) (cosn,. + sinn.) 
eptis casibus ubi 44, | 
= (cosı, +isin:,) 
eptis casıbus ubi >35, 
FR = (cosx, +isinz,) 
septis easıbus ubi AN, 
I" RX = y(257)(cosA, + isinA,) 
ceptis casıbus ubi sive nomnisi pro ze et (!r-+i),, 
= y(257) (cosp,. + isin«,) 
septis eäsibus ubi sive nomnisi pro 
Haec fuerunt omnia, quae de functionibus 7 memorabilia invenimus. 
samquam enim his sex generibus functionum 7, F', F", etc. F” ex- 
ptis, adhue 121 genera existere, quae oriantur, si f, respeetive per 
i nee leges tam eoncinnae quam apud illas se offerunt, nec ad verum 
em nostrum, functionum f valores determinandi, aliquid afferunt. Ad 
‚em [nem assequendum, iam functiones /"* prorsus sufficerent, nisi ambi- 
itatis valorum causa nonnullae ex aliis quinque formis adhibeantur ne- 
sse essel. 


Aggrediamur igitur nunc ad determinationem atque computationem 
>; nee non inter ceteros eorum, quormm valores in sequenti- 
us adhihebuntur. 

Primum per aequationum (2].) primam clarum fit, angulos $, et 
‚ non invenivri. Quibus exceptis remanent centum viginti et sex deter- 
inandi, qguorum vero numerus ad dimidium refertur, adhibito theore- 


:aate hoc: 


‚gulorum 


22. = 360’— 5, 

juod fluit ex aequat. (20.) et (21.). 

Numerus remanentium adhuc minuitur his theorematibus adhıbitis: 

93, 
(64-(2x4+1)) 180° + Iax+ı) 

nultiplis ipsius 360° desumtis; quippe quae theoremata ex aequat. (16.) 
t (17.) derivantur. 

lHane ob rem formulis his 
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= cos — 2 sl in 
— 0087 + 
64 ? 
24. act 
RW — isin — 
adhibitis, derivrentur nonnisi: 
unus angulus formae +;; ex formula (9.), 
unus angulus = - 
quatuor anguli - (12.), 
octo - - (i3.), 
sedecim - - - (14.). 
Hac via progressi, invenimus: 
16sin 
—con 2 16 


— yon = 


= 


V(257) 


| 
—dsin 


+ +8 c0s 12 (sin sin 
= v 57) sin = (257) 
+ 90052 —8c0s 12(— +sin 
357) = v5) 
24V 3.008 
V (257) 
= — — 16008 + 4cos 
sind = v7) sin + — 3sin 
= van! 40087" + 16005 —4c0s 


sind. = 77 + sin +3sin 


Crelie’s Journal d. M. Bd. IX. Hft. 3, 29 
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» 
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1 3 
= +4005 + 16c0s +400s7 1, 


 va57) 16 16 
1 st In 

/ +4 (00s — cos” — — 0087, 


37 57 
+4 (605 + 005 — cos -+- cos 


ven — = — + sin = 


1 Int 5 55 


= van) 


11r On st . T 
sin Sin —, 4- 35 sin 35 


= 
sind, 
sind; = + gg —2singg +sinz, +sin 
co = — 008 — 00875 + 608 5- — 00875; 
C08 
| sin + sin 


17. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X" 1. 227 

sin sin 35  +sin in —sin +2sin = 2sin 

4 in 177 25 157 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
29 * 
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09, = + 16008 +400sZ 


4 
= 125 sin — sin 3sin 


A V (257) 16 16 

089, = — 4007), 

sin I = vemt? sin + + 3sin — 
ind, = sin + 3sin = = \; 
7+4(— 008 —c0 + 0085 )}, 

S 7 . . . 117 
sin Io 775 sin > —3si 2 sin — Sin 
ind, = — — Zsin — sin r sin 
+ — 008° — cos 
ind, = ++sin + si si 
van + sın = + 2si sin + in 
van cos — 008 75 — — cos}, 
ind. == vanı- sin —— 23sin + sin —sin =), 


cost, = 
sind 
cost; 
sind, 


= 


ın U; V 
| 


Sin 
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sin sin 35 +sin si = sin +2sin 


29 * 
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v(257)t 64 64 64 64 64 64 64 64 


Ex his formulis anguli 9, , unde omnes ceteri per theo- 
remata (21.) et (22.) inveniuntur, computati sunf. 


9. = 237 39 23 == da; 
125° 24 15,72 = 305 24 15,72 =, 
= 205 3,15 
9, — 83° 17' 33", 36 I, = %3 17 337, 
9 == 109% 7.127,44 
= 134° 53° 55 = 314° 3) == 
Du 236° 98", 07 
== 277 35,88 I, = 35,8 =, —m, 


= 67° 41,54 = 
227,65 Io = 174° 4 2,05 = Is — 7, 
339° %0' 14,485 = 9, 
— 308° 41’ 60 
‚= 145 171,072 = 
— 46° 09 5, 200° 46’ = Ju +7 
— 337 14 39, 83 157° 14° 39, 53 7 
IM 36 =, 
58° 53‘ 35,39 Yu = 38° 53° 35,399 = 9, +, 
— 204° 2% 8,25 WW 81,95 = I, — m, 
26 339 
= 317° 50° 57,13 I = 137° 50° 57,13 — 
129 16 374,92 
— 377° 14 20%, 38 7° 14 
== 32 20%, = 147° 14' 907,38 = 9, 
= 274° 23’ 47", 02 
= 304° 6° 10,72 = 14’ 6° 10,72 
93 34 344,0 —=9 


vero ad angulorum A, %, ı, n computatos valo- 
res, quorum nonnisi ii allati sunt, qui in sequentibus adhibentur. 


Ad angulos vero  determinandos, revocetur theorema (18.) hoc: 
= 


3(2n-1): ? 


— 
Nec non cum Zi cos sit, inde 


oriatur haec aequatio necesse est: 
3(2nt1)r 
= Sarıı) T = 


sive hae: 
= Sant) T 7, quae pertinent ad 


24. 
st 
Kan+3) = quae pertinent ad 


" Ex formula antea pro F*(Z}) allata, quae vera mansit loco ipsius R, 
Rt! substituto, anguli ipsi A cum his functionibus cohaerentes, quippe qua- 
les quotque ad sequentia adhibentur, minus striete computati, sequuntur hi: 
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08 
64) 
>08 — : 
114)? 
5 7) 
DS 
04) 
Ar 
Ss 
64 
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/ 


%ı = 


N 


110° 53° 45” pro — ande 


de resolutione algebraica aequationis X" —1, 


91° 38° 37" 
31? 39° 54 


31 7° 
151° 47’ 43" 


34° 35° 32 


115° 47° 30 


= 139 58° 60% 


Eodem modo ex formula pro FR computati sunt hi: 


7 
53 


39 53° 54 


310° 0° 13” 


pro 
pro 
pro = 


pro 


pro = 
pro (RR) = 


pro — 


Ss 


Ep 


Sa: 


Jıa 


32 


’ 


’ 


’ 


pro FY(RY) — Sa 


pro Fr(R) = 


pro Fr) — 


pro = 


Ex formula ipsius 7" AR hi emanant anguli: 


235 


25. 


\ 


54° 97 50 


pro 


pro 


Ex formula ipsius Z"(/t) hie angulus dedukcitur: 


25. 


Haeec fuerunt, quae ad veros 128 functionum f valores determinandos prae- 


mittenda nobis visa sunt. 


(Cont seq. prox.) 


— 


so 


140° 2% 30" pro FIR 
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18. 


Memoire sur la decomposition des fractions algebriques 
rationnelles. 
(Par l’editeur.) 


Note pre&liminaire. 

On presente ordinairement dans les cours d’analyse la d@composition des 
fractions alg@briques rationnelles, comme une operation auxiliaire dont on 
a besoin dans lintegration des formules diffErentielles fractionnaires ration- 
nelles. Comme dans cette integration, les d@nominateurs des fractions 
partielles ne passent pas ordinairement le second degr@, on suit pour la 
decomposition des fractions, presque dans tous les traites, la methode 
qu’Euler a donnee en 1780, et qui est assez praticable dans ces cas. 
Mais, outre que cette methode n'est pas toujours la plus expeditive, parce- 
que deja dans le cas des d@nominateurs partiels du second degr£, si leurs 
facteurs simples sont imaginaires, on est implique dans le calcul des ima- 
ginaires, ce qui est incommode, elle est de plus sujette a limperfection 
de passer par la voie des imaginaires des quantites reelles a des resultats 
egalement reels. Et si les denominateurs partiels passent le second de- 
gr‘, cette methode est presque impraticable. A cela vient qu'on neglige 
de d@emontrer rigoureusement ladmissibilit@ de la de la decomposi- 
tion. Ou on la suppose seulement, et alors elle n’est que verifide A po- 
steriori, dans chaque cas particulier; ou bien on la demontre par le norn- 
bre des coefficiens indetermines qui entrent en calcul, et cette d@monstra- 
tion n’est pas exempte de doutes. 

Euler a donne dans les M&@moires de Petersbourg, tom.1., 18309, 
une autre methode de decomposition des fractions alg@briques, laquelle a 
pour but, d’eviter les calculs des imaginaires, et de passer direetement des 
donnees reelles aux r@sultats r&dels. Cette methode, remarquable en soi 
par la nouveautd des reflexions et par les traits de genie que limmortel 
Euler deploie en cette occasion comme dans tant «’autres, ne semble pas 
ötre encore entree dans les cours d’analyse et dans liinstruction, quoi- 
quelle y püt ötre essentiellement utile. Elle offre deja un perfectionne- 
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ment consid@rable du calceul des fractions partielles, parcequ'elle &vite effec- 
tivement les imaginaires dans fows les cas des donnees reelles. Mais elle 
n'est pas encore la plus expeditive, ni la plus simple, et elle manque £ga- 
loment de la d@monstration rigoureuse de la forme de d@composition. 

Enfin la d@composition des fractions alg@briques en general n'est 
pas attachce de n£cessit@E a lintegration des diff@rentielles fractionnaires 
rationnelles. Elle est une operation algebrique ind@pendante de cette ap- 
plieation, et ne doit pas se borner aux besoins actuels de l'int“gration. 

Elle est done g@n@ralement encore assez imparfaite dans son tat 
actuel, et il ne sera pas inutile de traiter cet objet un peu plus ä fond. 
CGest ce que nous voulons essayer dans ce me&moire. 

Nous commencerons par la demonstration de la forme de la de- 
composition, et ensuite nous proc@derons aux dilf@rentes methodes de 
trouver les numerateurs des fractions partielles dans les difierens cas. 
Mais pour mieux confronter les differentes methodes, il faudra que nous 
touchions rapidement aussi les methodes usiteces plus g@neralement; et 
comme la pratigue du calcul est ici ce dont il s’agit principalement, nous 
appliquerons les divers proccdes a des exemples en nombres. 


Introductionm 


1. 


Si U, y, N designent des polynomes rationnels, contenant diver- 
ses puissances de x “& exposans entiers, et que, dans les cas ou Ze degre 
du polynome entre en calcul, on marque ü cöt@ des signes des polynomes, 
le plus haut exposant de x, de sorte que par exemple 


ou les coefficiens s ne contiennent pas x: Zoute fraction algebrique ration- 


nelle peut etre exprimee par 


2. 


ou m, n,r,. et sont des nombres entiers et ou peut toujours 
supposer 
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Car en premier lieu ‘V peut de nouyeau suppose de la forme de 

c'est dire de la forme "N, peut encore ötre supposd de la 

forme N, etc. et enfin sera de la forme de sorte que 


..... — ’ 


ou la derniere expression de embrasse visiblement tous les cas possi- 


T 
bles. En second lieu 2=ro+ s peut toujours suppose plus grand 
que n. Car si n etoit Egal a 72, ou plus petit que 72, on pourroit diviser 
U par V. Par cela la fraction se trouveroit d@composce en deux par- 
ties, Yune entiere et lautre fractionnaire. Le reste de la division seroit 
le numcrateur de la partie fractionnaire, de laquelle il s’agit seulement; et 
puisque le reste d’une division est necessairement degr& moins @levce 


ue le dividende, au moins d'une unite, cette partie fractionnaire, qui vient 
U 
seule en consideration, se trouvera dans le cas suppose de —-. 
3 


Tout r&sultat de d@composition d’une fraction algebrique quelcon- 
que peut represente sous la forme 


y‘. N y' 
La partie detachce JAN est de nouveau de la forme de la fraction Jdon- 
’ U d . 
nce RN? e sorte qu'on peut supposer 


n—2r—ı7 
—— 


6. = —— 


2 N 
on peut supposer 


Ici la fraction „y est encore de la forme de la fraction donnee; done 


etc. En continuant la decomposition de cette maniere et en substituant 
on trouve 
8. "RN + r_0—1 + + + sN 
et par lü la d@composition est finie, «quant au facteur ”y* du denominateur 
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de la fonction donnee, On peut maintenant continuer l’op6ration pour um 
autre facteur "ıy°ı contenu dans ‘/V et Epuiser de cette sorte successive- 


ment tous les facteurs de /V. Cela etant fait, la fonction proposde > 


qui est celle 


r—1 


sera d@composde en une serie de fractions de la forme 


dont on a besoin ordinairement. 

Les problömes qui se presentent dans la d@composition des frac- 
tions algebriques rationnelles se r@duisent done aux deux suivants: 

I. Demontrer que la forme generale de decomposition representde 
par la formule (5.) a lieu dans tous les cas. 

U. Trouver les numerateurs w et Z des fractions partielles, leurs 
denominateurs y? et IN &tant donnes. 

Nous commencerons par le premier probleme. 


Section premiere, 


De la forme de d@composilion des fractions algebriques rationnelles, 


3. 

En supposant l'expression (5.) on donne ordinairement des coef- 
‚ficiens indetermines aux num£rateurs zw et Z des deux fractions partielles. 
Ges coefficiens trouves, la d@composition sera eflectuee. Dans le cas ou 
l'on a attention ü demontrer la forme supposde de la d@ecomposition (ce 
qu’on ne fait pas toujours), on tire comme suit du zornbre des coefhciens 
indeterminds la justification de cette forme. 

En multipliant l’expression (5.) par "y?.*’N elle donne 

Ici le degr& du produit est s+-r—1, celui du produit "y."""Z 
est rn —r—1=n—1l. Le dernier l’emporte sur le premier, ou lui 
est tout au plus egal, puisque s--r est plus petit que n si e>1, et 
egal az sie=1. Done le plus haut degr& auquel s’eleve x droite 
dans (9.) est 2— 1. Done l’&quation (9.) offre 2 dquations pour servir 
a la determination des coefficiens indeterminds quelle renferme. UInya 
pas d’exception dans les cas ou 2 est plus petit que 2—1. Dans ces 
cas «quelques unes des dquations qu'oflre celle (9.) ont zero a Tun 
de leurs deux cöt“s. Maintenant les polynomes w et Z, qui sont les 
seuls dans (9.) renfermant des coeffieciens indetermines, en contieunent re- 
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spectivement r et n—r; c'est ü dire: le nombre total des coelficiens in- 
determinds renfermes dans (9.) est rH2—r=n. Ce nombre est egal 
a celui des &quations determinantes. Done le nombre de ces dquations 
est gendralement suffisant pour donner la valeur des coefficiens indeter- 
mines, et de lä on conclut ordinairement que ces coefficiens peuvent tou- 
Jours trouves de l’dquation supposde et que par suite la forme de 
cette equation est toujours admissible. 

Mais il se pourroit bien que parmi les @quations determinantes il 
s’en trouvät d’identigues. Ci cela etoit, ces @quations identiques ne con- 
tribueroient pas a la determination des inconnues; donc, dans ce cas, les 
coefficiens indeterminds ne pourroient etre trouvds fous, et par consequent 
la forme supposee ne seroit pas admissible. Il s’agit done encore de de- 
montrer «que toutes les &quations determinantes sont ndcessairement tou- 
jours non-identigues et c'est cette partie de la justification de la forme 
supposce qu’on neglige ordinairement. 

Mr. Dirksen, en remarquant la necessit@ de d@montrer la non- 
identicit@ des @quations determinantes, a donne cette d@monstration, en 
supposant dans (5.) r=1, cas duquel on peut partir, puis’quon peut sup- 
poser ”y d@compose dans ses r facteurs simples. Nous ne reproduirons 
pas cette demonstration parcequ’on peut la voir dans ce journal meme, 
tom. I. cah. 1. page 55. etc. 

Nous passons a une aufre 


Demonstration de la forme de d@composition des fractions algebriques rationnelles, 
donnte par Mr. Cauchy. 
4. 
Cette d@monstration se trouve dans le Cours d’analyse de l’auteur, 
tom. I. chap. xı. Nous le reproduirons ici sous une forme un peu varice, 
pour compleier nos recherches. Elle revient ü ce qui suit. 


I. Supposons 
10. y= (s— — 
de sorte 5 . x, sont les r racines de l’@quation 
y=0. 
II. Cela pos‘, designons par z, un polynome de degre r—1, en- 


core inconnu mais compos@ des puissances de x ü exposans entiers et 
30 * 
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ayant les deux proprietes suivantes, savoir: d’ötre zero pour toutes les va- 
leurs de x et egal a 1 pour la valeur x, de x. 


Il est clair d’abord que ce polynome doit etre divisible par tous 

les facteurs , 2—r,, c'est ü dire de la forme 
ou le facteur CE ne contient plus x. Car si, par ex., z, n’etoit pas divi- 
sible par mais au contraire (x —x,)g+i, ou R na pas 
x — x, pour facteur, on auroit, en mettant = x,, u,=/t et non pas 
zero, ce qui est contraire V’bypothese, I faut dans d’abord que soit 
—= (2 —2,)9,; et puisque z, doit zero Egalement pour x; il faut 
que 9, le soit aussi, dest ä dire que 9, soit = (x—.x,)9,, et par une rai- 
son semblable, = («—x,)9; etc. En substituant on trouve 

Mais le dernier facteur 9,_, ne peut renfermer x, parceque z, ne doit &tre 
que du degr@ r—1. Done enfin zw, aura la forme (12.). I ne peut non 
plus avoir quelque autre forme rationnelle, et on ne peut pas supposer 
par en. 9, puisque dans ce cas z, ne pourrait Ötre 
du degr& r—1 seulement, et divisible par fous les facteurs e—r., 
yo... X—x, en meme tems. 


II. Pour satisfaire ä la seconde condition supposde pour z,, d’etre 
— | pour =x,, il faut que 
13. UL pi 1 — (I — 


Cela donne 
1 


(x, 
Donc, en substituant dans (12.), on trouve 


Ce poljynome rationnel et entier de x (car le d@nominateur de 
(15.) ne contient pas x) a donc les proprietes preserites: d’tre zero pour 


14. = 


IV. On trouvera @galement d’autres polynomes rationnels et en- 
de degr@ r—1 qui soient —=1 respectivement 
pour =, 20,5, 0... et zero pour toutes les autres valeurs que peut 
avoir x. sont 
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_ le —x,) (0 &r) 


(2 —x,) (2 (2 


V. Sı done on fait 
7. v= Aut Aus... + 

ou les quantitds arbitraires A,, Ay, »... A, ne renferment pas 
la lettre representera un polynome rationnel et entier de degre r— I 
qui a la propriäte d’etre = A, pour = 4, pour etc. et 
enfin = 4, pour e=x,. Car, comme on voit par les expressions (15. 
et16.), on a „=1 si lon fait e=x,, et en möme tems 
...u,—=0. Silon fat ona et en tems 

On voit aussi, par l’analyse qui precede, quil n’existe pas d’autre 
polynome rationnel et entier de degre r—1 qui donne 4, pour z=x,, 
4, pour 2=x, etc. 


VI. Cela pose, soit a d&composer la fraction 


U 
18. 


D£signons les valeurs independantes de x, que prend la fonction —- si Von 


y donne successivement ü x les valeurs determindes 


racines de l’equation y=0 (10.), par 
U U ‚U 


nous avons vu ci-dessus qu'il existe toujours un polynome 
= A,u, + A,u,... + 4,u,, 
c’est ü dire le polynome 
U U U U 
20. nut ge 
de degr@ r—1 dont les valeurs sont respectivement 
uU 
„N’ ‚N 
Done, si l’on pose le quantite 
21. U—uN, 
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cette quantit@ sera zero pour les diff@rentes valeurs 
.»... r 
de x. Car en mettant par ex. =x,, Ü et N se reduiront A ‚U et,N 


‚U 
et u.a u, Silon fait x, 


U et N se reduiront et ,Vetuäw, 


— ,U—,U—=D0 
VII. Mais puisque la quantit@ 7—uN est zero pour toutes les 
valeurs x, de x, il faut quelle soit divisible par 
en meme tems, par une raison semblable 
i celle dans le cas ci-dessus de z, (I.). On peut donc supposer: 
Le facteur 7’ doit suppose &tre un polynome du degre —r—1, puis- 
que la plus grande valeur de m est n—1>s+r—1. 
VII. Si lon divise (22.) par "y®.’V, on trouve 


ml] r—1, n——1T 


ou bien 


23. 


+ 
C'est done lexpression d@ecomposde ü laquelle peut &tre r@duite la fraction 


On voit que sa forme s’accorde parfaitement celle (5.). 


Les quantites u et 7’ dans (23.) sont les mömes qu’on a designdes par 


w et Z dans (5.). La forme supposce (5.) pour la d@composition des 
fractions se trouve done justilice. 


IX. Cette d@monstration est sans doute bien rigoureuse si on 
fixe d’abord la forme des denominateurs des deux fractions partielles. 

Mais sans cela il y a une diffieult®. Car dans (VII.) on trouve que 
la quantite U—uN est necessairement divisible par 

parcequelle est = 0 pour ern, Mais par 
cette seule raison elle pourroit bien @galement divisible par ’y’ 
etc. et meme par un produit comme (r—x,)” (@—am)"....(2—x,)”, 
oü les exposans des facteurs simples sont inegaux. Et si parex. on avait 


cela, en divisant par ”y?.‘/V, donnerait 


| 
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m I’ r—1 u n—rm—1 T 
25. rye,sN ryr 

ou u a encore /a meme valeur que ci-dessus. Ilest vrai qu'une expres- 
sion de la forme (25.) peut avoir lieu effectivement. Elle se presente si 
dans (8.) on r&unit en un seul les 2 premiers termes ü droite et fous 
les autres termes dans la seconde fraction partielle. Mais alors le numera- 
teur u de la premiere fraction partielle n’est plus le m&me quwauparavant. 
Il est alors du degree mr—1 et non du degre r—1. Pour faire voir 
qu’une m&@me valeur de v, celle (20.), ne peut convenir @galement aux 
deux expressions (23. et 25.), il paroit que les coefficiens indeterminds doi- 
vent &tre appel&s comme secours. 


Autre demoustration a la forme de d@composition des fractions algebriques 
rationnelles. 


5. 

La demonstration suivante est, comme on verra, purement @l@men- 
taire et exempte de doutes. Elle ne repose que sur la division ordinaire 
des polynomes. 

I. Supposons en premier lieu que dans l’expression generale - w. 


des fractions qui peuvent se presenter ü decomposdes, l’exposant 


de y soit =1, de sorte que la fraction a d@composer soit 


"U \ 
26. M n=sH+tr 


et ou y ne contient que des facteurs inegaux; et soient, comme ci-dessus (10.), 
les r facteurs inegaux de y, de sorte que 
271. y= (aa) 2 
on suppose que ni U ni NV ne soit divisible par aucun des facteurs — x, , 
X—X25 000. 2&—x,. Mais la quantit@ 7 sera divisible par tous les fac- 
teurs Si oonla divise par le quo- 
tient sera du degre 2—1; si lon divise ce quotient par &— x;, le nou- 
veau quotient sera de degre 2—2 etc. jusqu’au r"° quotient qui sera °.V. 

On pourra dono &crire 


= V, 
an)" 


— ( x — x,) 
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ol Ja 7%, n’est plus divisible par —x,, celle Y, ne Test pas 
par et 2 — x; etc. 


Il. Cela pose, divisons "U et par Puisque les deux 
quantites ne sont pas divisibles par e—x,, il y aura necessairement un 
reste de chaque division et les deux restes seront des quantitcs 4 et B 
independantes de x ou du degr@ zero, car le reste d’une division est tou- 
jours d’un degr@e moindre que le diviseur, au moins d’une unitd; le divi- 
seur est ici du degre 1, done le reste, qui d’ailleurs existe necessairemment, 
ne peut re que du degre 0, c’est ä dire independant de x. 

On peut done supposer 

-% "AP et 
30. = + "B. 
Multipliant I’ @quation (30.) par 
A 


51. "Ar 


ıl vient 
Soustrayant (32.) de (29.) on aura 
Puisque le degr@ m de U ne peut Ötre plus grand que le 
n—N de () ne peut etre plus petit que le degre m—-1 de P, donc ou 
peut faire 
4. 
Cela Ctant substitu@ dans (33.) donne 
35... "Du" + 
En divisant cette @quation par 7’ = (c—x,)""7, (28.) on aura 
mU 
36. -+ ip." 


Il. On auroit eu le m&me resultat si = r—1. La frac- 


—1 
n 


x —x,, peut done aussi d@composee de nouveau et de la m@me ma- 


tion dont le d@nominateur ne contient qu’une seule fois le facteur 


niere que la ete celle zZ; et on aura 


n—2[ 


— 
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On aura @galement 


37. 


et ainsi de suite, jusqu’ü 


—4 


n—r—] 


Donc en substituant on aura, 2—r—1 Ctant =s—1 (26.) 


IV. Prenant la somme des fractions partielles -- 


r—IT 
elle sera de la forme donc l’&qua- 
tion (39.) donnera 


V. I est ä remarquer que dans cette expression aucun facteur de 
ne peut ötre diviseur de ni aucun facteur de ‘/Y diviseur de 
En eflet I’@quation (40.), multipliee par ”y.’/V, donne 

4 Du NT 

et cela fait voir que si "y et 7’ ou ’V et U, avoient quelque facteur 
commun, ce facteur devoit en tems diviseur de”7/, ce qui n'est pas, 
parcequ'on a suppose que "U m’a pas de facteur commun avec ’y et ‘\V, 

Done les deux fraetions partielles dans (40.) sont irreductibles, et 
lexpression (40.) eonserve sa forme si meme n a sa plus grande va- 
leur —1. 

VI. Supposons en second lieu que l’exposant a de y dans lexpres- 
sion generale des fractions algebriques soit >|! et 


22. — de sort n= 
e Sorte que =re+s. 


Il est suppose encore qu'aucun facteur de ”y ne soit diviseur ni de "U 
ni de ‘N. 
Divisons "U par "y.'N, le guotient sera g@neralement du degre 
m—r—s et le reste du degr& r-+s— | et on pourra derire 
43. "U = 
Il est vrai que le nombre du degr@ du guotient P peut ätre plus petit «que 
m—r—s et m“me zero, et que celuwi du degre du reste peut ötre un 


nombre plus petit que r—s—1, zero non excepte, Mais les nombres 
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des degr@s du quotient et du reste ne peuvent ötre plus grands que m—r— s 
et r—s—l. 

Il y a aussi ü remarquer que le reste R ne peut &tre divisible par 
aucun facteur de ’y ni de ‘N; car sil l’etoit, le polynome "U, en vertu 
de l’equation (43.), devroit @galement divisible par ce facteur, ce qui 
est contraire a ’hypothese, 

VII. Maintenant l’equation (43.) donne 


r+s—1IR 
44. ‚N P + 


r+s—1 


Zn = - est dans le cas de celle (26.). Elle est irreductible, 


son d@nominateur est egal a celui de (26.) et le degre de son numerateur 
est plus petit que celui de son denominateur, au moins d’une unite. Ce 


Icı la fraction 


sont les conditions de forme de la fraction (26.). Done la fraction T est 
decomposable suivant l'’expression (40.) et on peut Ecrire 

VIM. Comprenons dans un seul terme le premier et le troisieme 
terme ä droite dans (45.). Ce terme sera une fraction qui a °\V pour 
denominateur et pour numerateur un polynome Z dont le degr@ est m—r 
ou s—1 selon que lun ou l'autre de ces nombres est le plus grand. Le 
plus haut degr@ de ce numerateur sera a—r—1, puisque la plus grande 
valeur que puisse avoir m est „—1. L’autre nombre s—1 sera toujours 


plus petit que 2—r—1. Donc on peut generalement Ecrire 
U, 


m—r—s — 
46. + sN sN 
et en substituant dans (45.), 
47. ry.:N ry 
Divisant enfin cette quation par et Eerivant w la place de Z, 
on aura 
mT r— w n—r— 


et c'est precis@ment la forme de d@composition (5.) dont il s’agissait de 
demontrer ladmissibilite. 


IX. Multipliant lexpression (48.) ou bien (5.) par "y?.'V elle donne 
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Cette &quation fait voir que ”"'Z ne peut avoir de facteur commun avec 
NV; car s'il en avoit, ce facteur devrait aussi etre diviseur de "U, ce qui 
n’a pas lieu suivant Ihypothese. Mais pourra avoir des diviseurs 
communs avec "y, car il se pourroit bien que 

50. "U — 'N.w 
eüt quelque diviseur commun avec ”y et füt m@me divisible par toute la 
quantit ”y ou par une puissance entiere de ’y. 


X. Donc si l'on veut supposer que la fraction donnde 


soit 
irreductible, c'est dire que son nume£rateur n’ait aucun facteur commun 
ni avec y niavec /V, il faut, en continuant la d@composition suivant ($. 2.), 


avant de d@composer la nouvelle fraction eliminer les facteurs 


communs que pourroit avoir Z avec y ou N. 


XI. Mais voyons comment le resultat se modilie si !on ne fait 
pas la supposition que "U nm’ait pas des diviseurs communs avec ’y ou °, 
en supposant seulement que ”y et soient pr@miers entre eux. 

Soit dans ce cas "U divisible par — x, , facteur de ”y, on aura 
dans (29.) "4=0, mais on n’aura pas dans (30.) ' D=0,",V, 


(28.) = n’etant pas divisible par vu qu’on a suppose 


que ”y ne contienne qu'une seule fois le facteur e— x, et qu'il n’ait aucun 
facteur commun avec °N. Donc on aura "A=0 (31.) et cela donne en (36.) 
5l. 


ny ,? 
ce qui d’ailleurs est aussı evident par lui m&me, car ip wWexprime autre 
I 


chose que ce qu’on trouve si Ion divise "U et "/ par leur facteur com- 
mun 

La mö&me chose ä lieu pour tout autre facteur commun de "U et 
'y. Autant de numerateurs A dans (39.) seront zero quiil y aura de fac- 
teurs communs dans "U et ”y. Done, comme il est facile de voir, le nu- 
merateur dans (40.) aura communr avec les mämes facteurs qui 
se trouvent dans et ”y en m@me tems. Ces facteurs ninfluent dail- 


leurs en rien sur l'autre fraction (40.) dont le nume£rateur et le 


nominateur peuvent encore avoir des facteurs communs. On tire aussi ce 
3. * 
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resultat de l’@quation (41.). Car si "U et "y ont des facteurs communs, 
il faut, comme le fait voir cette &quation, que ces m&mes facteurs soient 
diviseurs de "7, °N ayant suppose premier avec "y. 

On peut donc conserver l’expression (40.) et l’appliquer egalement 


m 


au cas ou la fraction n'est pas irreductible. Lexpression de ;z; ne 


change dans ce cas qu’en ce que la partie 7 n'est pas alors irreduc- 


tible non plus. 


Cela pose, on voit que la formule de d@composition (40.) est en- 
r+s—1R 


core applicable ü la fraction TEN (44.), qui ne sera pas irreductible, si 
Zu ne l’est pas; done la formule finale (47.) ou (48.) ou (5.) reste en- 


? 


core la si "U a des facteurs communs avec ’y ou Unya 
pas d’autre diff@rence dans les deux cas dirr@duetibilit& et de r@duetibilite 
de la fraction donnde, que la suivante: dans le premier cas la premiere 
des deux fractions partielles qu’un trouve est irr@eductible, et dans le se- 
cond cas elle est reductible. 

Donc la forme de d@composition (5.) est tout-a-fait gendrale et 
legitime dans tous les cas. Et si la methode dont on se sert pour cal- 
culer les numerateurs des fraction partielles n’exige pas lirreductibilit@ de 
la fraction donnee, on peut toujours sans erreur partir de la forme gend- 
rale de d@composition (9.). 

Voilä la d@monstration de la premiere des deux propositions ($. 2.) 
«ui se presentent dans la d&ecomposition des fraetions alg@briques, savoir de 
celle de la forme generale de decomposition. Nous passons ü la seconde 
proposition (No. 2.), au probleme de trouver les numerateurs w et Z des 
fractions partielles (5.). 


Seconde section 


Difförentes m&thodes de calculer les numdrateurs des fraetions partielles dans lesquelles 
une fraction donnte peut decomnposce. 


$. I. Premiere methode: celle des coefliciens indetermines, 


6. 
I. Nous avons d@montr@ ci-dessus que lexpression decomposde 


rn 


U 
peut towyours etre supposce de 
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de la forme 
m U r—ı w n—r—] 


ou bien de la forme 
et il s’agit maintenant de trouver les polynomes w et Z dans (52.) ou 
ceux W,, W,, W, et Z dans (53.). 

II. La premiere methode qui se presente pour cela est, de sup- 
poser les coefficiens des polynomes w et Z inconnus ou indeterminds et 
de tirer leurs valeurs des @quations qu’on trouve en @galant les coefficiens 
des diverses puissances de x ü exposans @gaux. Ayant vu que les for- 
mules (52. et 53.) expriment la fonction donnde dans tous les cas, il faut 


que les numerateurs et Z puissent ötre trouvds toujours completement. 


UI. En multipliant (32. et 53.) par "y?.’V on a 
4. et 
55. "= + tw Ay. 

La premiere de ces expressious oflre r coefficiens indetermines dans le 
polynome ""w de degre r—1, et n—r coefficiens dans le polynome """Z de de- 
gre n—r—1. Le nombre total des coefficiens indeterminds est done n+R—r=n. 

La seconde expression contient r coefüiciens indeterminds dans cha- 
cun des e polynomes "w,, qui sont tous de 
degr@e r—1. Cela fait re coefhieiens indeterminds. Eile contient en outre 
s coefliciens dans le polynome "ZZ, qui est de degr&@ s—1. Le nombre 
total des coefliciens indetermines est done encore re +s=.n. 

Ce nombre est done toujours 2, et puisque la plus grande valeur 
de m est a—1, peut contenir de son @galement coelficiens de- 
termines mais non plusieurs. Si » est <n, les coefliciens des puissan- 
ces de x plus hautes que x” et plus faibles que x" doivent &tre regardıs 
=—=0. Mais dans tous les cas il existe z coefficiens donnds, ou pour mieux 
dire, r differentes puissances de x. Done il y aura aussi dans tous les 
cas 7 Equations, renfermant les 2 coefhiciens inconnus. Cquations se- 
ront toujours du premier degre ou de forme lineeire, parceque les poly- 
nomes indetermines ı0 et Z ne se trouvent multiplics que par des poly- 
nomes determines. Donc les coefficiens indeterminds pourront toujours 
trouves sans quelque diffieult@ de la part de la r&solution des &qua- 
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tions. Ft puisqu’on a d@montree que les expressions (52. et 93.) ont lieu 
dans tous les cas, ou est sür qu'aucune dquation determinante ne peut 
ötre identique, et que les @quations determinantes suffiront toujours ü don- 
ner tous les coefficiens inconnus. Done la d@composition de la fraction 
donnde suivant la forme (52.) ou (53.) pourra toujours Ötre complete- 
ment eflectude par la methode des coefficiens ind@terminds. 


IV. Il faut remarquer qu'il vaudra toujours mieux de calculer sui- 
vant la forme (53. et 55.) et m@me de d@composer sur le champ ulterieu- 


s—17 


Zo 
rement la fraction —,;- si Ton a besoin de cette nouvelle d&composition; 


car le nombre des coefficiens indeterminds, dont la valeur est ä calculer, 
est toujours le m@me dans (52.), dans (53.) et dans les formules ulterieu- 
rement decomposces. Done en operant suivant les dernieres, on par- 


vient au r@sultat final par le möme calcul qui n’en donnerait qu’une par- 
tie si Don caleuloit suivant (52.). 


Ge 

Nous donnerons deux exemples en nombres, auxquels nous appli- 
querons les diff@rentes methodes de decomposition, tant qu'il sera neces- 
saire pour comparer entre eux les calculs quelles exigent. Dans lun de 
ces deux exemples y sera du prernier degr& seulement; dans lautre, ce 
facteur sera d'un degre plus @leve; mais, pour ne pas trop agrandir le 
calcul, il ne sera que du second degre; c'est le cas qui se presente le plus 
souvent, et, si lon veut, c'est celui, auquel on peut r&duire tous les au- 
tres cas sans tomber dans le calcul des imaginaires, parceque tout poly- 
nome peut ätre d@ecompose, comme on sait, en facteurs du second degre 
ü coeflieiens reels, combinds avec un facteur de premier degr& si l’expo- 
sant est impair. Cependant les diflerentes methodes de decomposition, 
comme on le verra, ne sont pas restreintes aux cas ou le denominateur 
de la fraction donnee a et@ d@ecompose en facteurs du premier et du se- 
cond degre; au contraire elles sont gendralement applicables. 

I. Premier exemple 
56 — + +35, done m = 6; 
57. done r=1, e=5; 
58. — 117481, done s=5 et stre=n=10; 

"U — 90° + 302% — 4223 + 232? — 210-435 


59. 
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II. Second exemple 

60. "U = 170° +43 10° — — — 131, 
done m =S; 
61. (X — done p=?2, e=3; 
62. 'N= — —3, done s=) s+r=n=1l; 
8. 

I. Pour appliquer au prernier exemple ($. 7.) la methode des coef- 
ficiens indeterminds, en calculant suivant les formules (53. et 55.), ily aura 
a supposer 
sont les 2 = 10 coefficiens indetermines qu'il s’a- 
git de trouver. 

La formule (55.) donne 

+ 
—= (060, (240, +12, 16%; | 

En faisant les produits a droite et en dgalant les coefficiens d’egales puis- 
sances de x, on trouve 10 @quations de premier degre, desquels on tirera par 
l’elimination les 10 coefficiens indeterminds &, Ay che 


II. En appliquant au second exemple (No. 7.) la methode des coef- 
ficiens indeterminds et en calculant suivant les formules (53. et 55.), on 
aura Supposer 

et A, y Any A, sont les z=11 coefficien: 
indetermines quil s’agit de trouver. 

La formule (55.) donne dans le cas actuel 

+ 


70. 
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En fesant les produits ü droite et en egalant les coefficiens d’e- 
gales puissances de x, on trouvera 11 @quations lindaires qui serviront ä 
determiner les 11 coefhiciens designds par «, et 

Sans finir le caleul on voit qu'il n’a pas d’autres diffieultös que la 
longueur, et qu'il donnera des valeurs uniques et reelles des coefficiens 
cherches. Mais on voit aussi que, l’Climination Y comprise, il est vraiment 
enorme dans les deux exemples, quoique ces exemples ne soient pas choi- 
sis parmi les plus compliques. Nous passerons donc ü d’autres methodes,. 


$ II. Seconde methode. Methode ancienne d’Euler. 


9. 

I. Toute expression d@ecomposce d’une fraction sera n@cessairement 
identigue avec celle de la fraction elle m@me. Done la double expression 
de la fraction ne constitue aucune dependance des coefliciens des polyno- 
mes de x. Done la valeur de ces coefficiens reste la mäme guelle gue 
soit da valeur gu'on donne a x. 

1. Soient &, les valeurs de x qui donnent 

07. 
de sorte que 

et distinguons les valeurs que zo, U, N, Z prennent pour 7, 
par les indices 1, 2, 3,0... 7 mis a gauche et en bas des lettres vw, T, 
N, Z: les &quations (54., 55.) auront Egalement lieu et avec les mümes 
valeurs des coefliciens sill’on y eerit ‚0, 30, ‚U, etc. 
au lieu de Uetc.; car on ne fait par quiassigner ü x les valeurs 
partieulieres La substitution des r valeurs partieu- 
liöres de x fournira done r @quations differentes, et de ces @quations on 
pourra trouver autant de coefliciens indetermines. 

11T. Mais puisque y=0 pour les parties 
droites des Equations (54., 55.) se reduiront leurs premiers termes 
et les &quations determinantes, qu’on trouve d’abord, seront les suivantes 
Ces r dquations suffront trouver les r coefficiens indetermines de "’w,. 

IV. Le num£erateur ’="w, de la premiere fraction partielle (53.) 


ayant trouve par la completement, l’&quation (55.) donne 
— 


| 
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egal A un polynome non-fraction- 


ou Yon voit que, 


naire, doit n@cessairement divisible par "y. Nous met- 
tons Fequation (54.) parceque le d&veloppement ulterieur s’exdcute 
plus facilement suivant T’equation (55.). 


V. Ayant calcul& Je quotient =D il ny a qua le- 


crire au lieu de U dans (69.) pour trouver zo, et ainsi de suite, car ld. 
quation (70.), et celles qui suivent, sont parfaitement semblables ä l’equa- 
tion (55,.). Ayant enfin epuise les diff@rentes puissances de ”y, le dernier 
quotient donnera immediatement le num£rateur *"Z, (53.) de la seconde 
partie de la fraction d&composee, 


VL Sir=1, cest ä dire si y n’est que du premier degre, w,, 
70, sont de degr@ O ou independants de x. Done dans ce 
cas les Equations (69.) se r@eduisent ü une seule et donnent immediatement 
U 


71, w, = 


Apres cela, Fequation (70.) donne 


TB | 


bien entendu «que dans “ ‚„ apres la division, et dane /Y on doit 


faire e—=x,, et ainsi de suite, 


10. 
Appliquons cette methode aux deux exemples ci= dessus, 


Premier exemple (59.). 
1. Dans eet exemple „=x—2=0 donne 


73: zT — 2, 
done 
= 671 — 666 = 5, 
— +51.0°— 1172481 = 333—330 = 3, 
done 
721. (1)=7- 
Crelle's Journal &M. BLIX. Hit 3. 32 
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II. Maintenant on a 


10. 


et cela donne pour 3, donc, etant =3 (74.), 
„u 


7. (R2)=3 (1) 


IT. En mettant de nouveau U au lieu de U et w, au lieu de v, 
dans (72.) on a 
N 
2 — 680° — 18684150) — 3 — 60’ + 20 +51 — + 


>. 186 
et cela donne pour 


2 


U 116 


donc 


IV. En mettant encore U au lieu de et zw, au lieu de vw, dans 
(72.) on a 


2 
80. U—w, N 


Y 
338 
et cela donne pour done 
33 
BL. (12 )= . 


V. Mettant U au lieu de U et zw, au lieu de w, dans (72.) on a 


82. U—w, N 


= (—3380°+ 10040’ 427870’ — 99186315) 


| | 
5 
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4 
et cela donne pour 2=2, Y= 77, done 
U 
— 1 y — ___ 
wi N (72.) 543 > 
4 
VI. Enfin mettant U au lieu de U et w, au lieu de w, dans (72.) 
on a, les puissances de y ayant dt& Epuisces: 


En substituant w,, 2... 10, et (76., 77., 79., 81., 
83. et 84.) dans (53.) on a 
— Ix° + 232° —21 
338 254 — 3125080244234 | 
et c'est lexpression de Ja fraction proposde decomposde completement en 
fraction partielles pour ce qui regarde le facteur (x du d@enominateur. 


Seconde exemple (63.). 


VII. Ici l’&quation 
6. = 


=1— =1—% 
I faut done subsituer d’abord ces valeurs de x, et x, au lieu de x 
dans U, N et w, (60., 62. et 66.). Cela donnera ‚U, ,U, ‚N, ,N e 
Apres on trouvera par les deux quations 
et .U = (0.) 
les deux coefficiens indetermines et 2, de zw, (66.). 

IX. On peut encore abreger ce calcul comme suit. Les expres- 
sions de U, N et w,, en y substituent x, au lieu x, seront de la forme 
89. ,‚N=»+tvi et 

et celles de ‚U, et seront nÖcessairement 
car on obtient x, si l’on £erit dans x,, au lieu de + (87.): done 


on tirera aussi des resultats de la substitution de x, au lieu de x (89.), 
32 * 


donne 
87. 


Xı 


Il 


en fesant Y—1l= i;, 
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ceux (90.) de la substitution de x, au lieu de x si dans les premiers on 
ecrit au lieu de + 2. 
Cela pose, les deux &quations (88.), qui determinent & et donnent 
91. = HA) = ur ve)i— vr, 
p—gi= = ur — 
Ajoutant et soustrayant ces &quations Tune de lautre on aura 
92. Ver et 
g=urt 
Ces “quations prennent maintenant la place de celles (88.) et servent ä 
determiner les coefliciens indetermines & et 3 contenus dans x et A (89. 
et 90.). Elles sont preferables ä celles (88.) puisqu'elles ne renferment 
pas des quantites imaginaires. 


X. On peut se servir d’une semblable transformation pour @liminer 
les imaginaires des quations determinantes (69.) et pour les reduire ä 
d’autres qui ne renferment que des quantites rcelles, m@me dans les cas 
ou il y a plus de deux coefliciens ind@termines. Mais on voit bien que 
la substitution des valeurs de &,, .... tirces de l’@quation y=0, dans 
U, N, w, et les calculs qui suivent, sont fort penibles. Ils seroient deja 
assez fatigants dans l’exemple choisi. Par cette raison nous ne les con- 
tinuerons pas; nous renverrons plutöt la decomposition de la fraction du 
second exemple aux methodes suivantes. “ 


$. II. Troisieme methode. Application du caleul differentiel A la methode precedente. 


11. 
I. Si dans l’@quation identique fx = Fr, ou x peut avoir une 
valeur quelconque, on met x -+ k au lieu de x, & etant arbitraire, on trouve 


93. = 8x... ., 


et de cette @quation on tire 

Si Ton applique cette transformation I’@quation zdentigue 
(55.), on trouvera plusieurs @quations differentes composdes des quantites 
U, w, y, N, Z et de leurs differentielles. 

Mais si apres les differentiation on donne ü x les valeurs parti- 
eulicres qui rendent y zero, tous les membres des difl@rentes dqua- 
tions qui reuferment y s’Cvanuiront, Ges membres seront, d’abord dans 


95. 
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la premiere &quation diffErentielle, tous ceux qui tiennent leur origine des 
termes de l’@quation primitive contenant y dans des puissances superieures 
a la premiere, dans la seconde &quation differentielle tous ceux que don- 
nent les termes de l’Equation primitive contenants des puissances de y 
plus @levees que la seconde, et ainsi de suite. Donc en difl@rentiant, il 
suffit davoir Eegard aux termes (w, ,y) N pour la premiere differen- 
tiation, aux termes (ww, + w;y + w;y:) N pour la seconde etc. 
On aura done 

U=w,N, 
N+[w+w,y]3N, 


N, 
Mais y dtant = 0, ces dquations se reduisent ü 
U= w, N 


Ntw 


II. Toutes les differentielles des quantitds zo, y, U s’evanuis- 
sent aussitöt que les nombres de leurs ordres surpassent ceux des degrds 
des quantites m&mes. Donc si le nombre r du degr@ de la quantit& y 
est 1, Zoutes les diflerentielles de w seront zero, puisqu’alors le nombre 
r—1 du degr& de zw est zero; les dill@rentielles de y des la seconde le 
seront egalement 

Donc dans ce cas les formules (96.) se reduiront ä 

U=w,N, 
97. ®U = 


IV. Il est entendu que dans les formules (96., 97.) il faut don- 


ner x successivement les r valeurs X, x, qui satisfait 


l’@quation ”y=0. Donc chaque @quation donnera r differentes autres 


“quations. Par ex. la premiere @quation (96., 97.) donnera les r Equa« 
tions dilferentes 
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qui s’accordent avec (69.). Les r dillerentes &quations repr@sentdes par 
chaque “quation (96., 97.) suffiront pour determiner les r coefliciens in- 
determinds d’une des quantitds w,, Wr Ww,. De la on voit quiil 
faut aller jusqu'a la Cquation differentielle pour trouver les numtra- 
teurs 70,5, Wa, 2... w, des premiers fractions partielles (53.). La 
e + &quation dillerentielle donnera le numcrateur Z de la derniere 
fraction partielle’ (53.). 

12. 

En appliquant les formules (96., 97.) aux exemples ci-dessus on 
verra que la simplifieation de caleul quw'elles offrent est assez considerable 
dans le cas r = 1, mais elle ne l’est pas €galement dans les autres cas. 

Premier exemple (59.). 


f. La valeur z,=2 (73.) de cet exemple donne, en vertu de la 


premiere formule (97.), zo, = . = 3 comme dans (No. 10, I.). 
II, La seconde formule (97.) donne 


U—wo,N 

U 


Mais des valeurs de U, N et y (56., 57., 58.) on tire 
100. = 45x + 1W — + — 21, 
101. eN = 5" — + 62° +102x — 117, 

et cela donne 


195. 6.741022 1, 


done suivant (99.) 
14. — 2, comme (77.). 


. 


2 + 3 99 

II. La troisieme formule (97.) donne 


2,N0y*? 


De (100.) et (101.) on tire 
106. = 30x— 1802 + 360. 46, 
107. & N = 720° + 12x + 102, 

et cela donne 
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108 U 0,27. 180,7 -+ 360.27 
donc suivant (105.) 


_198-+4+30 __232 __116 


=+N, 


comme (79.). 


IV. Sans continer plus loin le de@veloppement, on voit «me le 
calcul en est plus simple que celui (No. 10.). On Epargne au moins les 
dilferentes divisions, 

Second exemple (63.). 

V. Sans enfrer dans aucun calcul on voit que les formules (96.) 
offrent encore presque toutes les difficultes de celles (69., 70. etc.), car 
les imaginaires, sil y en a dans I'equation y = 0, se presentent ici 
egalement et I’@limination ndcessaire pour trouver les coefficiens indÖter- 
mines de 1035 est encore presque la Seulement les 
divisions se simplifient. En resumant, l’epargne n'est pas considerable et 
le calcul du second exemple seroit encore toujours assez fatigant. Cest 
pourquoi nous le supprimerons encore. 


$. IV. Quatriöme methode. Celle de Mr. Cauchy. 


13. 
I. Suivant cette methode on a, en eerivant dans (23.), conlorm£- 
ment ü la formule (5.), w et Z au lieu de u et 7: 


m U r— 
oü suivant (17., 15., 16. et 19.) 


U 


Puisqu’on a suppose 
112. x,) (2 — .... (x — x,) (10.) 
les numerateurs a droite dans (111.) ne sont autre chose que —o; 


>_ et les d&uominateurs se tirent de ces numerateurs si 
2, 

lon y eEerit x, au lieu de x. 


(-%+) (——) (-—) on peut aussi derire l’expression (111.) 
1 2 Ir 


En indiquant cela par 


comme suit. 
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IH. Ciest lexpression du numerateur de la premiere fraction 
partielle qui fait partie de l’expression d@composee de la fraction donnee 
(110.). Ayant trouve zo, l’@quation (110.) ou bien celle (54.) donnera 

n—r—1 
114, Z 

s—r—1 
fraction donnee et continuer ainsi Ja d@composition jusqwä ce quelle soit 
consommee. Puisque Z (113.) prend la place deZ/ dans le calcul du nu- 
merateur ww, de la seconde fraction partielle (53.), on tirera zw, de la for- 


mule (112.) si lon y ecrit Z au lieu de U et ainsi de suite, 


II. On pourra aussi appliquer le calcul differentiel ä ce mode de 
decomposition; mais nous ne nous y arröterons pas, parceque cela revient 
plus ou moins aux operations de la methode precddente. 

IV. Sir=l, cest ä dire si y (110,) est du premier degre, l’ex- 
pression de w (111.) se reduit ä 


15. 


car dans ce cas la quantit@ Y—uN (21.), ou bien UY—wN, est zero 


pour si lon fait 

L’expression (114.) de —"w, est identique avec celle (71.) de la 
seconde methode et les expressions des numerateurs des fractions partielles 
suivantes le seront @galement. Done dans le cas r=1 les calculs de la 


presente methode coincident entierement avec ceux de ia seconde methode. 


V. Sir est plus grand que 1, Texpression (113.) donne inmedia- 
tement les num£rateurs des fractions partielles, et en cela la presente me- 
thode diflere essentiellement de la seconde et la troisitme oü les numera- 


teurs des fractions partielles ne se trouvent (69.) que par la voie des 
coefliciens ind&termines. 


On peut maintenant traiter la fraction comme on a traitd la 


VI. Mais puisqu'il faut connaitre les valeurs dex qui 


rendent "y &gal ü zero (112.) pour caleuler "zw suivant la formule (113.), 
on voit quon n’Evite pas les imaginaires sl y en a dans les racines de 
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Iequation y=0, quoique zo soit reel. Mais on peut faire voir que "—w 
est necessalrement reel. 


VIE En efiet quand il y a des racines imaginaires parmi celles de 


l’&quation y=0, elles ne peuvent se presenter, comme on sait, que par 
couples et elle seront toujours de la forme 


116. et Pi 
On tirera Tune de l’autre en Cerivant seulement —i la place de +i. 
Soient x, et x, deux racines correspondantes de Fequation u — 1 
c'est ü dire deux racines qui forment Tun des dilförens coupies de raci- 
nes, et soit 


117. % + A, 


il est claır qu’on aura 
18. —— = x—xri, 


car on tire — de 


x 


- 


sı Von eerit — au lieu de +7; done on aura 


aussi la valeur de — — si derit —i au lieu de +2 dans 


raleur dd ——. 


Par la müöme raison, si suppose 


on aurfa 


Substituons les expressions (117.— 120.) dans les deux termes de 
Vexpression (113.) correspondants aux deux racines x, et x,, nous aurons 
(u+vi), d+Ei) (u—vi)(d— Ei) 
(pr + gui —pri+ + (pu —ugi+rpit rg) (ö2— 


(u? +8?) 
(0° 
Kpu+gr) —2 (ygu—pr)(öA— Er) 
121. = 
Fr) +2) 


et cela est une quantite reelle, 


On trouvera cgalement des «mantites röelles en combinant par cou- 


ples les autres termes de l’expression (113.) correspondants aux racines 
Crelle’s Journal Bd. IX. 33 


258 Sect.1Ul. S.IY. No.13. 18 Crelle, mem. sur la decomposition des fract. etc. 


correspondantes, et si le nombre des racines est ziapair, une racine au 
moins est, comme on sait, necessairement reelle. 

Done la quantit@ (113.) est toujours necessairement reelle et 
la m&me chose a lieu pour les nume£rateurs des fractions partielles suivantes. 

VIII. Mais quoique lexpression de "—"w (113.) puisse, comme nous 
venons de voir, Ötre toujours transformde en une autre de la forme (121.) 
qui m’est composce que de quantites reelles, on n’est pas ndanmoins dis- 
pens‘e du calcul des racines de l’@quation y==0 elles mä@mes, car il faut 
connoitre ces racines pour calculer les quantites p, 9, v, % A, d, 

IX. Nous n’appliquerons pas les formules de la methode presente 
a nos deux exemples, parceque dans le cas r=1 elles coincident parfai- 
tement avec celles de la seconde methode et parceque dans les autres cas 
ou r>1 elles exigent toujours le calcul des racines de l’Cquation y= 0, 


lequel est embarrassant. 
(La suite dans le cahier prochain. ) 
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19. 
Note sur l’integration de la fonction 
(Par Mr. R. Lobatto a la Haye.) 


Lobjet de cette note n’est que de faire voir, que l’on peut parvenir 


aux deux integrales de la fonetion d’une maniere plus expe- 


ditive que celle indiquee par Mr. Lacroix, dans son Zraite de cale. diff. 
et integr. Tom.1l. pag. 106. Ces sortes de simplifications pouvant quel- 
que fois Ötre utiles aux progres de l’analyse, ’on me pardonnera de reve- 
nir ici sur une integrale connue. 


En mettant la fonction dont il s’agit sous la forme 
a(sin® 32+cos? $3z)+b (cos 32—sın?3:)  (a+b)cos? !z--(a—b)sin* iz" 
L’integrale 


at+bceusz "Satb+(a— b)tang* PR. 


b 
—— tang? zz 
urb oO 


Soit tang? = =). tangzz, onaura d.tang = tang Q, 
donc 
2 e.tanep _ 2 | 
or, puisqu’en general 2arctang=x=arc tang = 
Yintegrale se changera en 
1 (a+b)cos’ Z2—(a--b)sin? 1 ( BAR 


Cette derniere int@grale suppose si avait au contraire «, 


on mettrait 
a+beusz y(b?—-a?) ) Y(b?—a®) Y(bta)—yb—a 


On peut simpliher encore cette expression, en posant <= bcosz, ce qui 
33 * 


Oz 


260 19. Lobatto, note sur Vintdsration de 
t 
—) = tans—; d 
donne 85; done 
z 
1-Htang lang, cos ( 5 ) 
== 
2) 
[4 a 
etant Egal ü larc dont le cosinus 


Voici encore un moyen plus direct pour parvenir A cette dernicre 
int@grale. L’emplo: de auxiliaire change la fonction intÖgrer en 


Oz 1 2 


Or, lon a en general tangp + tangy = 


) tang ( 


cosp 
) sın & 

cos cos 

/- = — ( Stang + /tang ( )- 


Si Ion se rappelle maintenant que © logcos@ = — on en con- 
> 
clura de suite cos ( ) ö 


tang 


= log 
08 


ainsi que nous l’avons trouvd ci=-dessus. 


Chacune des deux integrales disparait pour la valeur de z=0; si 


ST b 
lon suppose s=-—, la premiere donnera - arc (cos et la 


Y(a? 
seconde log tang (45 2). Ces deux valeurs devant identiques, 


il en rdsultera, apres avoir remplacd par sa valeur cos“, la relation 


1 
log tang (+ +- =) = ac sec2). 


Il ne sera pas inutile de faire remarquer encore, comment on pent 


obtenir par ce qui preccde FintÖgrale dCinie de la fonction log c0s3) 
En eflet on a 


| 


Prenant de part et a autre lintegrale entre les limites s=0 et zs=r, on 
trouve 


zen) J (a-+- S == —1)) 


1% 
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20. 


Memoire sur la theorie des nombres. 
(Suite da m&@moire No. 3. et 14. des cahiers pr&c@dents. ) 


(Par Mr. G. Libri de Florence. ) 


1°. Supposons que z=ap-+ |, soit un nombre premier quelconue, 
et que l’on eleve successivement a la puissance « tous les nombres 
1, 3, 35 

si l’on divise toutes ces puissances par 2, on obtiendra » residus du degrd 
a, diflerens entre eux et plus petits que 2, qui seront chacun repetes « 
fois. En appelant 

les r&sidus trouves de cette manicre, et en multipliant Tun quelconque a, 
de ces residus par la suite des puissances 

1%, 2°, 3°, 

on obtiendra de nouveau, apres avoir divise par 7, la serie des nombhres 

disposes dans un ordre quelconque et repetes chacun a fois; et par consc- 
quent Von aura 


c08 —— = cos = Z cos 
n xzo n u=ı n 
x=0 n n 


2°. Si present l'on öte les » nombres 
de la serie des nombres 
3,2, 
et que l’on prenne un nombre quelconque b, parmi les (@— 1); nombr: 
qui restent, on aura, en multipliant b, successivemenut par toutes les puissanue 
17,20, 

et divisant chaque produit par 7, un nombre p» de restes divers entre eu 
et plus petits que n, repetes chacun « fois et gui seront tous dillereir; 
des nombres 


Si l’on appelle 
b,, b;, .... b,, b,, 
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ces nouveaux restes, en multipliant un quelconque d’entre eux b,, suc- 
cessivement par toutes les puissances 
1,20, 3%, (pa), 
on aura de nouveau les nombres 
disposes dans un ordre quelconque et repetes chacun « fois: de maniere 
que obtiendra 


u=p+! 
Z cs — 
x=o n um n 

n uz=ı n 


3”. On pourrait de möme obtenir les series 
toutes composees de p termes dillerens, et qui jouissent de proprietes 


analogues aux series 


b,, b, ....b,; 
et le nombre de toutes ces scries serait egal A @; de maniere qu'en reu- 
nissant les nombres qui les composent, on aurait de nouveau tous les nombres 
1, 2, 35 00 , 
4°. serait de demontrer que parmi les « sdries que nous 
avons trouvdes, il en existe un nombre 5 (qui est egal au nombre des 
nombres entiers plus petits que @, et qui n’ont pas de commun diviseur 


avec a) de la forme 
©, .... e,5 e,5 


qui jouissent de cette propricte, qu’en multipliant un terme quelconque e, 
d’une de ces series, par tous les autres termes de la m@me suite, on aura 
lune des @ series que nous avons trouvees precedemment; puis en multi- 
pliant par e;, la meme serie, on aura une autre de ces series, et ainsi 
de suite jJusqu’äa e}; mais cette proposition est tout a fait etrangere aux 
recherches suivantes. 


Maintenant, si lon fait, pour abreger, 
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u 2 u 


uzı 


2run 
et que l’on considere la congruence 
x" +1=0 (mod. nr), 
on sait que le nombre N, de ses solutions enticres, positives et moindres 
que 7, est exprimed par lequation 


u=p-+ı 
(cos — 


uzı 


yzn xn 


(cos? y @ HD —) 
x=zo 
qui se a lautre 


—= +R(1+acR); 
en Fb les nombres 1, 2, 3, «... @p, en groupes, comme nous 
l’avons indiqu& prec&demment. 
Si lon cherche ü present le nombre N, des solutions entieres, po- 
sitives et moindres que z, de la congruence a deux inconnues 
x tu = 0 (mod. nr), 


on aura l’@quation 


xzn un 


RAN, == ZEE (cos? + u‘ + 


UZO 


qui se reduira l’autre 
aN, = 
De möme en cherchant le nombre N, des solutions entieres, posi- 
tives et moindres que zz, de la congruence ä trois inconnues 
a“ +-u +v +1 =0 (mod. 
on aura une dquation de la forme 
nN, = +B(l-+aB) .... +Rii+aR); 
et ainsi de suite jusqu’ä la congruence (qui renferme @— I inconnues) 
x +2... +1=0 (mod.n), 
dont le nombre N,_, des solutions comprises entre zero et 2, fournira 
l’equation 
De cette maniere on obtiendra un nombre @— 1 d’@quations, «ui 
etant combindes avec l’@quation connue 
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1-A-B.... +R= 0, 
serviront determiner, par l’@limination, les valeurs des inconnues 
A, B, R, 
en fonction des nombres 


Au lieu d’efTecetuer cette Climination, il sera plus commode de cher- 
eher une dquation 
dont les @ racines soient les quantites 
000: 
et les coefliciens de cette &quation se determineront avec la plus grande 


lacilit@; puisqu’on deduit des daquations que nous avons trouvdes 
A--B 00 —1; 
nN — n +1 


[04 


A’-+-P +-R nN,—2nN, —(n—1)? 


a? 


et ainsi de suite pour les autres sommes des diverses puissances des ra- 
cines de l’&quation (43.). Maintenant les quantites 

A, B, 
sont les diverses racines de V’equation (43.); et si lon suppose que Fon a 
vÖsolu eomplötement cette @quation, cn aura une racme s—=A; et par- 
tant en lesant 


+ 


n 
on obtiendra 


aura >» racınes communes avec lautre 


ar 


Done en cherchant le plus grand commun diviseur entre X et X,, on 
une Equation du degr& p qui aura pour racines les «uantitds 


ei 


a 


r 
et qui sera de la forme 


Lite... 
Pour trouver les autres facteurs de X = 0, Ion prendra la racine <= 
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de l’&quation (43.) et on fera 

puis Don cherchera une transformee de l’&quation X= 0, telle que ses 
racines soient la somme de p—1 racines de X=0, prises nÖgativement 
et augmentdes de la quantite 2; alors en appellant X,=0, cette trans- 
lormde, il est clair quelle aura p racines communes avec V’“quation X=0; 
et en cherchant le plus grand commun diviseur entre X, =0, t X=0, 
on aura une Öquation du degre p, qui aura pour racines 


— B; 


On voit comment l’on pourra trouver, par une proc@de analome ü 
celui dont nous venons de faire usage, les autres facteurs de l’equation 
On obtiendra de cette maniere @ quations du degre p qui dtant 
multiplices entre elles, donneront de nouveau F’equation X=0. On peut 
encore observer qu'ayant trouv& l’@quation X, = 0, les autres facteurs du 
degr@ p, de l’@quation X=0, se formeront en changeant A, en B, dans 
tous les coefhieiens de X,=0; et ainsi de suite, Partant, etant donnde 
l’@quation 

== == 0, 


dans laquelle 2=ap-+ 1, est un nombre premier quelcongque, on pourra 
toujours la döcomposer en @ @quations du degre p, au moyen dune dqua- 
tion du degre a. 

Lorsqne @ et p, sont deux nombres premiers, Tanalyse pröcÖdente 
suffit pour trouver tous les facteurs de l’equation &"—i=0; mais si 
a est un nombre premier, et p est un nombre compose, en supposant 
p=bed....£ (les nombres b, c, d, etant tous les facteurs pre- 
miers de >, dgaux ou inegaux entre eux) on trouvera d’abord les 

1-A+B....+R = 0; 

dou Von deduira, comme auparavant, lautre dquation 

=" +9," +9,27. = 0; 


qui fournira les valeurs de 
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puis l’on cherchera les valeurs de 


en exprimant en gendral par N, le nombre des solutions enticres, posi- 
tives et moindres que 7, de la congruence ü g inconnues de la forme 


et Von aura les dquations 


TER 


n ı 


VIER 


m 


y=1Xx=02=0 v=0 


Ein decomposant en plusieurs scries les nombres 

2, 3, —l, 
et en classant les rdsidus et les non-residus de Fordre ad, par rapport 
au nombre z, comme nous lavons deja fait relativement aux residus et 
aux non-rösidus de Vordre @, on pourra donner aux dquations pr@c@dentes 
la forme suivante 


— 0; 
| N, 


\oe 


’ 


ar . 
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II est clair qu’ä Taide de ces equations Ton pourrait former 
„ab— „ab— 

de la m&me maniere que nous avons dejü formed lequation Z= 0. Cette 
equation Z, = 0, aura pour racines toutes les quantites 

> > f 

et il faut observer que l'on aura 


+4f....+f4 =A; 
=B; 


les quantitdcs A, B, R, Ctant les racines de T’equation Z=0, 

Maintenant si cherche une transformie de Z, 
telle quelle ait pour racines la somme de — 1 racines de l’öquation 
Z,=0, prises nÖgativement et augmentces de la quantit@ A; et si lon 
appelle Z, = 0, cette transformee, il est clair qu'en cherchant le plus grand 
commun diviseur entre Z,=0, et Z,=0, on aura une dquation de la forme 

zZ, +1,22... +4, = 0; 
aura pour racines les quantitcs 
Air 


Si Ton fait A present = ——, et que exprime par 


los u restes dilförens que Fon obtient en divisant par 72 successivement 
toutes les puissances 


est elair qu’en fesant toujours 


o 


on obtiendra 
il resulte que l’equation 
a 1 [6 


aura racines communes avec l’equation X = =% Mais comme 


\ab, 
|’; 
Ir 
r= cos — y(—1)sin —; 

34° 
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on peut former d’autres @quations semblables en prenant une autre serie 
au lieu de la serie @,, en Gerivant lune des quantitds 4,, 
au lieu de 4, et en cherchant une transformde de l’&qua- 
tion X = 0, comme nous l’avons fait precÖdemment, on aura enfin 5 &qua- 
tions semblables, qui serviront ü d&composer en facteurs !’equation X = 0. 
Nous n’avons que les deux facteurs a, 2, du nombre n—1; 
mais on voit que pour les autres facteurs, il n’y aurait qu’ü repeter les 
mömes opcrations; de manicre qu’ctant donnde l’equation 

dans laquelle on la resoudra completement ü laide de 
m equations du degr@ de r &quations du degre b, et ainsi de suite. 


L’analyse pröcedente suffit pour montrer l’esprit de notre methode; 
on voit quelle est tr&s- genÖrale, et que pour Ätre appliqude aux cas par- 
ticuliers, elle n’exige pas la connaissance des racines primitives. D’ail- 
lieurs il est clair que pour resoudre Tequation <—1=0, il n'est pas 
necessaire de d@composer la serie des nombres 1, 2, 3, ....2—1, en 
plusieurs series comme nous lavons fait, afın que Ton püt bien saisir le 
prineipe de notre th£orie. En effet pour d&composer l’&quation —1=0, 
dans ses facteurs, il suffit de d@terminer en nombres les valeurs de 


ce l’on pourra toujours faire posteriori pour toute valeur nume- 
rique de 2. 


Lorsquil s’agit de rdsoudre les congrvences des degres superieurs 
au second, on rencontre beaucoup de diffieult@; et lon ne connait aucun 
thecoreme sur les residus eubiques, ou bicarres. Nous allons montrer 
maintenant les premiers elömens de cette theorie, que nous traiterons 
avec plus de detail dans une autre occasion. 


On sait que la congruence 
(mod. 7), 
dans laquelle 2 est un nombre premier de la forme 6p +1, a toujours 


trois solutions entieres, positives et moindres que z, et partant on a par 
la forniule (24.) 
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les2@ +1 + +1) 


Maintenanut si d@compose la serie des nombres 
1, 2, 2—1, 


dans les trois series 


dont la premiere est la scrie des rdsidus cubiques de z, tandis que la se- 
econde se forıne en prenant un nombre quelconque de la serie 

1, 2, 3, 21, 
qui ne soit pas compris dans la serie des rösidus eubiques de 7, et apvös 
avoir multipli@ ce nombre successivement par tous les rösidus eubiaues de 
n, en divisant chaque produit par 2; car les restes de ces divisions four- 
niront la serie 

et la troisicme serie sera composce des 2p nombres qui sont compris dans 
la srie des nombres 

1, 2, 3, n—1, 
sans dire compris ni dans Ja premicre, ni dans la secomle serie. A pro- 
sent l’equation que nous avons trouyce pröcädemment, pourra se 
sous la forme 


n n 1 n J}j 


/ 
Zn (cos -y(—1)sin I+3 Z (cos +yt—i1)sin —— 
n 


et en pour abreger, les trois 


u=2p+1 2a, 
> (cos + == A, 


n 


s=2p+1 2 2 y 


n 


20. G. Libri, mdmoire sur la theorie des nombres. 


on obtiendra 

2n = 
Mais si lon exprime par N, le nombre des solutions entieres, positives 
et moindres que n, de la congruence 


+-y+1=0 (mod.n), 
on trouvera 


nN, = n’+A(l 134) +3D) CA +30); 
et si lon combine ces deux dernicres equations, avec l’@quation connue 


on aura V’equation 
r 3 5 n—1 1 
Z= — +3—(a+ = 0, 


qui aura pour racines les trois quantites 4, D, 


On sait que lorsque 2 est un nombre premier de la forme 6> +1, 
pourra toujours Ötre resolue en nombres entiers, mais n’admettra qu’une 
seule solution; de manicre que le nombre z dtant donne, « et 5 seront 
diterminds, et l’equation Z=0, pourra recevoir l’autre forme 


et partant em Egalant les coeiliciens de ces deux “quations Z=0, on aura 
N, =nta—? 
qui exprime un rapport fort singulier entre /V, et «. 
Puisque 
N 
et que la valeur de @ est comprise entre zero et Y(42— 77), le nombre 
/\, ne pourra jamais avoir une valeur moindre que 
n—y(4n—?27)— N; 
et par consdquent le nombre /V, pourra augmenter ind@finiment avec la 
valeur de z. U resulte de läü que passe une certaine limite, la congruence 
+y’+1=0 (meod.n), 
sera toujours rdsoluble sans faire ni x ni y, divisible par ». 
Une autre consÖquence assez importante que Von deduit de l’ana- 
Iyse pröc“dente, c'est que lorsqu’on aura determine le nombre /V, des so- 
lutions enticres, positives et moindres que 2, de la congruence 
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+y’+1=0 (mod.n), 
on trouvera le nombre /V, des solutions entieres positives et moindres que 
de la rongruence 
+1=0 (mod.n), 
par les formules 
nN, =n + 
A+B+O=S; 

I, — == 0; 
les «mantitds S,, S,, ayant determindes Vorsqu’on a form 
l’equation Z=0. En gendral Etant donnd le nombre /V,, on pourra de- 
terminer le nombre des solutions d’une congruence du troisicme degre, 
contenant un nombre queleonque d’inconnues et ayant des coeflieiens «mel- 
conques, pourvu quelle conserve le möme module n. 

En fesant 2=7, on trowe N, =7—?27-+1=6; et la 
congruence 

+y+1=0 (mod.7), 

aura toujours six solutions; ce quil est aiseE de verifier. 

Maintenant soit 2 un nombre premier de la forme 6p»--1, et tel 
que Von ait l’öquation 

Iin—= "+ 

dans laquelle « est un nombre entier connu, et x un nombre entier in- 
determine, mais tel qu'il satisfasse a la condition que 2 soit un nombre 
premier de la forme 6p-+ 1; il est clair que le nombre des solutions de 
la congruence 


(mod.n), 


sera toujours 2 + de la valeur de x. Ainsi lors- 
qu’il s’agit des congruences du troisicme degre, il ne sulfit plus, pour 
trouver le nombre de leurs solutions, de connaitre la forme lindaire des 
nombres premiers qui servent de module, mais il faut connaitre aussi Tun 
des nombres de la forme quadratique A laquelle ces modules peuvent : 
reduire; et Fon doit observer qu'ü Taide de la relation ,=nFa—), 
on pourra toujours assigner la valeur de « de manicre que /V, ait une 
valeur d’une forme donnde; quoiqwil y ait certaines valeurs que /V, ne 
pourra jamais prendre: ainsi on ne pourra jamais avoir les dquations 
N,= N = n— 3; do, 


. 
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Si Fon exprime toujours par 4, D, C, les trois racines de l’&quation 
Z=0, que nous avons trouvde pr&ecedemment, on pourra determiner trois 
fonctions entieres de x, que l’on exprimera par p, 9, r, telles que l'on ait 
toujours 


Maintenant si lon ellectue les multiplications, et que l’on op£ere les r&duc- 
tions necessaires, on trouvera 


2 3.9 
(4d—n)(n+1+a) 
2 | 3.9 -) 


n— 1)’ —n(n+1+a)) 


en supposant toujours +27’. Et cette dquation oflrira le pre- 
mier exemple d’une forme eubique A trois inconnues ä laquelle on pourra 
rduire un nombre premier «quelconque 7, de la forme 6p-+1. On voit 


que Fon pourrait iaire 
4n — (N,+2—n)? 


te = 27 ); 


dans la formule preeddente, et elle prendrait alors une autre forme. 


E’analyse que nous venons d’exposer fournit le theoreme suivant. 
Lorsque 27--1 est un nombre premier quelconque, et que 2 est un non- 
premier de la forme 6p-+1, la congruence du troisiöme degre 


deux 1neonunues 


—n) 


en 


(mod, 


—n(n--I+ 


sera resoluble. 
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Ou pourrait d@duire de ce theorcme, de la relation =n+a—, 
et de quelques autres propositions que nous omettons ici, un grand nombre 
de propriet@es nouvelles des r&sidus eubiques des nombres premiers qui ont 


la forme 6» -+1; mais nous ne pouvons pas les exposer dans ce m@moire. 


Cependant nous ferons observer que puisque l’on a toujours 
l’equation, que nous avons trouvce, 
tombera dans le cas irröductible, et que par consÖquent ses trois racines, 
jue nous avons nommdes #4, P, C, seront towjours reelles; il rdsulte 
que lorsque ce est un nombre entier quelconque, est que 2 est un nombre 
premier de la forme 6p-+1, on aura toujours l’@quation 


—— 
n 

On trouvera de m@me en general 
sın == 0, 
n 


toutes les fois que 2 sera un nombre impair, et que 72 sera un nombre 
premier; ce etant d’ailleurs un nombre entier quelconque. 


Supposons maintenant que z soit un nombre premier de la forme 

sm-+-1; on sait que l’on pourra toujours V’equation 
n = a’ -+- 16’, 

et qu’elle n’aura qu'une seule solution. Si cherche le nombre des 
solutions enticres, positives et moindres que 2, des congruences 
+1=0 (mod.n), «’+y'+1==0 (mod.n), (mod.n), 
on sait que Ja premiere de ces trois congruences aura quatre solutions, 
que la seconde en aura un nombre /V,, et que la troisieme en aura un 


nombre /V,; /\, et N,, Ctant deux nombres entiers inconmus. A prösent 
si Von decompose la scrie des nombres 


1, 
en quatre series, de la möme maniere que nous avons decomposd la suite 
en trois series, quand H s’agissait des congruences du troisieme degrd, on 
aura, apres les reductions convenables, les &quations 
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4n=n + D(i1-++4D), 

+D(L+4D)Y, 

"N, + D(1+4D), 
qui serviront a former lautre dquation 

Z = F(N,, N) =0, 
qui aura pour racines les quatre quantitds 

et dans laquelle le eoefficient @(N,) exprime une fonction de N,, et le 


coeflieient Z(N,, N;) represente une fonction de N, et N;; fonctions quiil 
sera trcs facile de determiner en ellectuant le ealcul. Mais comme lon 
a aussi par l’equation 

lautre 

Z= (4m — + 5 0; 
on trouvera d’abord, en dgalant ces deux &quations Z = 0, une dquation 


entre N, et @, et puis une autre &quation entre N, et a, ce qui donnera 
une equation entre N, et N,; d’oü il resulte que lorsqu’on connait le nom- 
bre des solutions de la congruence ü deux inconnues 
a -1=0 (mod.n), 
on aura tout de suite le nombre des solutions de la congruence ü trois inconnues 
+y' tu Hi (mod. n), 

et par suite le nombre des solutions d'une congruence du quatricme degre, 
contenant un nombre queleongue d’iineonnues, pourvu que le module 
soit toujours un nombre premier de la forme Sr +1. On aurait pu 
etablir a priori le rapport qui existe entre N, et N,, en observant que 
dans les «natre @quations qui nous ont servi a determiner les coefliciens 
de l’equation 

- +: + +/ (IV, 0, 
on peut nögliger Ja derniere equation qui contient puisque la pre- 
miere equation 
peut se decomposer dans les deux autres 
. 
A+b=—I+lyn; C+D= 
Une simplification semblable pourra s’elfeetuer chaque fois que 
degr® de la congruence que Von considere ne sera pas un nombre pre- 
mier; et lon voit que dans le cas actuel l’&quation Z= 0, pourra se de- 
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composer en deux danations di sceond degre, dont les coeffieiens ne 
contiendront d’autre radical «me 

En eflectuant les caleuls que nous n’avons fait qu’indiquer, on trou- 
verait (par la comparaison des deux equations du quatricme desre Z=0, 
que nous avons trouyces pröcddemment) la relation 


N, =n+04bn—35; 


en indiquant toujours par /V, le nombre des solutions enticres, positives 
et moindres que 2, de la congruence 

+y'+1=0 (mod.n); 
et par a le nombre entier qui est donne par l’equation 2 = a? 162°, 
Il resulte de ce qui precede quwau delä d’une certaine limite, ira tou- 
jours en croissant. Et en general on pourrait demontrer qu'dtant donnde 
la congruence a deux inconnues 

+y"+1=0 (mod.p), 
dans laquelle p est un nombre premier queleonque, on pourra towjours 
assiener une limite de p telle, que passe cette limite le nombre des solu- 
tions de cette congruence ira toujours en augmentant. Ce theoreme n'est 
pas sans importance pour parvenir ala demenstration de limpossibilit“ 
de r&soudre l’equation 

en nombres entiers. Car il prouve que Von tenterait envain de d@mon- 
trer cette impossibilit@, en voulant Ctablir que si cette &quation dtait rd- 
soluble, Tune des inconnues serait divisible par un nombre infini de nom- 
bres premiers. Nous faisons cette observation, parceque nous avons mo- 
tif de eroire que plusieurs analystes on tentd ce genre de d&monstration, ct 
puis parceque nous avons vu quun geometre distingud, n’a pu d“montrer 
dans aucun cas le theoreme que nous avons decouvert, et dont nous ayons 
d“montrd par une methode partienlicre les deux premiers cas. 

Ce que nous venons de dire sur les congruences du troisicme et 
du quatrieme degre, ne renferme que les premiers @l&mens d’une thdorie 
trös-6tendue sur les congruences de tous les degres, theorie que nous 
exposerons dans une aufre occasion; et nous donnerons ici L@none‘ d’un 


[4 \ [4 
theoreme general sur les congruences de tous les degrös; ce theoreme 
est le suivant. 


On peut toujours la eongruence 
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qui renferme 7 inconnues et qui est du degre 2; le module p etant d’ail- 
leurs un nombre premier quelconque, et les coefliciens 
etant des nombres entiers quelconques non divisibles par p. 
On voit que ce theoreme renferme comme cas particuliers les deux 


congruences 
ax +b 0 (mod. p), 


+ay°+b = 0 (mod. p), | 
qui peuvent foujours se resoudre, lorsque le nombre premier p ne divise 


ni a ni b. 
On passerait des congruences aux €quations inddtermindes, en ob- 
servant qu’©tant propose de resoudre en nombres entiers l’dquation Aa plu- 


sieurs Inconnues 


elle pourra se r@duire la congruence 
2 .... etc) = 0 (mod.z), 

dans laquelle le module x est un nombre entier indetermine, ou m&me 
une fonction queleonque des inconnues x, % etc. On peut 
soudre par cette m@thode plusieurs quations indeterminees, et on 
peut trouver avec facilit@ les facteurs rationnels d’une &quation nume- 
rique a une seule inconnue, pourvu que lon determine convenablement 
la forme de la fonction representee par v. Mais cette methode exige de 
longs developpemens qui ne sauraient trouver place dans ce memoire. 


Tous les resultats obtenus dans ce m&moire, se trouvent expos@s dans deux mc- 
moires presentes en 1823, et en 1825, aA l’Academie Royale des sciences de Paris. 
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Memoire sur la resolution de uelques Equations 
indetermindes. 
(Tar Mr. G. Libri de Florence. ) 


Introduetionm 


Iı existe un grand nombre d’@quations indetermindes qui n’admettent qu'un 
petit nombre de solutions entieres: mais quoique dans ce cas le probleme 
devienne beaucoup moins compliqud, que lorsque le nombre des solutions 
est infini, les geometres n’ont pas cherch@ r&soudre par une methode 
spcciale le cas le plus simple, comme il paraissait naturel de le tenter. 
En gencralisant une methode que nous avons publide pour la premiere 
fois en 1820, nous sommes parvenus a resoudre complötement un grand 
nombre d’&quations indetermindes, alg@briques ou transcendantes, de tous 
les degres, contenant deux ou un plus grand nombre d’inconnues. 

Lorsqu’on doit resoudre en nombres entiers une &quation A plu- 
sieurs inconnues, si lon peut trouver des fonctions de ces inconnues, tel- 
les que ces fonctions doivent toujours Ötre comprises entre deux limites 
numceriques donnces, quelle que soit la valeur que Von attribue aux varia- 
bles, il sera toujours possible de r@duire l’&quation proposce A une autre 
Equation, dans laquelle le nombre des inconnues sera egal au nombre des 
inconnues de l’equation proposce, moins le nombre des fonctions dont on 
aura determine les limites. Ainsi lorsque le nombre de ces fonctions, 
augmente de l’unite, sera egal au nombre des inconnues de l’&quation pro- 
posce, on aura r&solu completement le problöme. 

Dans le m&moire publi@ en 1820, nous avons trait© aussi des for- 
mes cubiques et de celles du quatrieme degr@e, qui se reproduisent lors- 
qu’elles sont multiplices par des formes semblables. Maintenant nous re- 
prenons la m@me matiere en laugmentant considerablement, et nous par- 
venons ä d@montrer qu’un nombre quelconque rationnel positif, est tou- 
jours la somme de quatre cubes positils en nombres rationnels. Enfin nous 
resolvons dans ce m&emoire, une classe assez etendue d’&quations indetermi- 
nces de to.s les degres, dont Lagrange avait considered les plus simples, 


| 
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Analyse. 


Soit propose de r@soudre en nombres entiers l’@quation A deux 
Inconnues 


v" + Ag" y"+ Fl, Y)+ t Fam (2, __ 
dans laquelle F,_,„(v, y) represente en general un polynome homogene 
en v et y, du degre 2 — m, ü coeflieiens rationnels. On pourra d’abord 
supposer que tous les eoefliciens sont entiers, et que l’on cherche seule- 
ment les solutions enticres et positives; car tous les autres cas se rappor- 
tent celui-ei, en r@duisant les fractions au denominateur , et en 
changeant les signes des variables lorsque cela est necessaire. Puis on 

mettra proposce sous la forme 
Hy"... 

et en multipliant tous les termes de sette @quation par 9” b", et en fesant 
” —:, bv=x, on la transformera dans la suivante 

dans laquelle les coelficiens de x" et +”, seront Ögaux: si A present 
x et que lon fase e=z-4-.u, on aura, en d@veloppant, 

Maintenant le premier terme de cette @quation, est un polynome 

homogene du degre rn, en z et u, ayant tous ses coefliciens positifs; et 
tous les autres termes sont tels, que les mömes puissances de z, qui dans 
le premier terme sont multiplices par des puissances donndes de v, seront 
multiplices dans les autres termes par des puissances moindres de z. De 
sorte que l’on pourra toujours trouver une valeur entire et positive de 
u=L, telle qu'en fesant dtant un nombre quelcongque 
positil‘) tous les coefficiens de z, dans l’quation (44.), restent toujours 
positils; et comme par supposition 3 ne peut avoir que des valeurs posi- 
tives, T’equation (4%.) dans laquelle on a fait u>Z, ne saurait subsister. 
Par consequent on devra faire 


—(, 
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et en substituant successivement ces valeurs dans I’ <quation (44.) on aura 
une scrie de L-+ 1 Öquations & une seule inconnue, dont les facteurs ra- 
tionnels, siil en existe, fourniront toutes les valeurs positives de z qui 
resolvent Veguation (44.). 

Nous avons suppose =>z, si lon avait au contraire z>x, on 
ferait z=x u,, et l’on obtiendrait la limite de z, de la m&me manicre 
que lon a trouve la limite de 

De cette maniere nous avons trouvd toutes les solutions enticres 
et positives de lV’equation proposcez pour trouver les solutions enticres 
et negatives, Von n’aureit changer les signes des variables, comme 
nous lavons dejü indique. 

Soit proposce V’equation A deux inconnues 

on pourra toujours en avoir toutes les solutions entieres et positives, lors- 
que les trois fonctions 

etant rationnelles et enticres, les signes des termes qui contiennent les 
plus grandes puissances de x et de y dans le polynome f(x, y) seront 
tous Egaux, et que les exposans de ces puissances ne seront pas moindres 
que ceux des puissances les plus dlevces contenues dans le polynome 
F\(&,y); eton aura de möme toutes les solutions entieres et ndgatives, lors- 
qu’en changeant les signes des inconnues, les puissances les plus dlevces 
de x et de y, comprises dans le polynome f(x, y), seront toutes du 
möme signe; ou du meins pourront se röduire, laide de quelque artilice 
de calcul, a n’avoir que le möme signe. En ellet, en fesant 

=ytt; 
la fonction f(x, y), se r&duira aiscment a avoir tous ses termes du möme 
signe, et l’on determinera les limites de z et de f, qui deviendront de 
cette manicre des coefliciens numeriques: alors on pourra frouver un 
nombre entier et positif #, tel que Von ait toujours, pour des valeurs en- 
ticres et positives des inconnues, en prenant /(x,, y,) avec tous les termes 


positils, Yindgalite 


>Fasyı); 
(r Ctant une quantitÖ positive queleonque) et pourra toujours deter- 
miner un aufre nombre entier D tel que Ton ait (pour des valeurs en- 


tieres et positives des inconnues, et en prenant encore la fonction f(x, , y,) 
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sitirement) Tinegalite 

doü il resulte que F,(&@,, y,), ne pourra avoir qu’un nombre limite de 
valeurs comprises entre D et 2; de maniere qu’en fesant successivement 

F (x; Yı) == BD, F y)J=B+}1, Fa, yı) = 4, 
bre 1 deauati nd 
on awa un nombre equations qui, Ctant combinces avec 
proposce, fourniront par l’@limination un nombre dgal d’&qua- 

tions a une seule inconnue, d’ou Fon tirera toutes les solutions de I’“qua- 
tion proposce, 

11 est facile d’appliquer ce prineipe aux dquations contenant plus 
de deux inconnues, de la forme 
pourvu que le nombre des facteurs qui composent le premier membre 
soit egal au moins au nombre des inconnues; et Ion voit que la forme 


des fonctions 
F, 
peut algebrique ou transcendante. 


Soit propose, par exemple, de trouver toutes les solutions enticres 
et positives de l’Cquation transcendante 
Iy, 
que l’on pourra r@duire ü la forme suivante 


y?3 
(1 +ylogr-+ (log + etc.) = 2%; 
il est evident que les deux inegalites 


—y'>11, 
ne pourront pas subsister ensemble, parceque si elles pouvaient exister en 


meme tems, le premier membre de cette “quation serait toujours plus 
grand que le second, tant gne les nombres x et y resteraient positifs. Alors 
il faudra que l’on ait Tune des Equations 


z=1, =), #—-y=0, "—y=1, 


Mais les &quations 
„2 „2 2 
ne peuvent avoir aucıne solution entiere; et parmi les 12 «quaticns qui 
restent, il ny a que les deux Equations "—y’=0, qui etant 
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combindes avec l’Equation proposee servent ä la resoudre: on deduit de 
la que l’equation 
ne peut se r@soudre en nombres entiers et positifs, qu'en fesant r—=0, 
=0. On pourrait, de la m&me maniere trouver les solutions entieres 
et negatives de l’dquation proposee. 
L’equation 
Ab" — y)....+7, 
qui est semblable ü celle que nous avons d@jA considerde, peut se resoudre 
assez facilement par la methode que nous venons d’exposer; car cette 
equation peut se reduire ü la forme 
en fesant 
et on pourra de cette maniere trouver toutes les solutions enticres et 
positives de T’öquation proposce. Si lon voulait resoudre V’eqnation 
il faudrait multiplier tous ses termes par #"x"—y"y”, alin de rendre le 
premier membre döcomposable dans les deux faeteurs 
Aba—ıy), 
le second desquels a tous ses termes positils. De de cette manicre l’on 
trouve toutes les solutions entieres et positives; les solutions enticres et 
nÖgatives, s'obtiennent en changeant les signes des variables, 
in gencral, etant propose de ressudre en nombres entiers une 
equation A 72 inconnues, si peut former, avec ces mÜÖmes inconnues, 
z»ı fonctions enticres, chacune desqueiles, pour des valeurs quelconques 
des inconnues, doive &tre moindre que L+1, et plus grande que Z,, 
(Z et Z, Ctant deux nombres entiers) en Egalant successivement chacune 
de ces fonctions aux nombres 
on aura m’L—L,) @quations; et les solutions entieres de Tequation pro= 
posce, devront se trouver parmi les racines entieres de ces dernicres Cqua- 
tions; et si la nature des fonetions que Ton a trouvces est telle, qu’en 
combinant les divers systömes d’@quations qui en resultent avee lermation 


proposde on puisse @liminer 72 inconnues, on obtiendra une Equation plus 
Creile's Journal d. 36 
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simple qui ne contiendra que 2 — 77 inconnues; et lorswme nm —=n—1, 
l’&quation proposce sera r&solue completement. 

Soit propose de r&soudre en nombres entiers l’&quation coefüi- 
ciens rationnels 

45. 

on pourra toujours supposer que les coefliciens de cette “quation sont 
entiers, car sils ne l'’Ctaient pas, ils deviendraient tels en les reduisant au 
meme denominateur, et en multipliant toute l’Cquation par le carrd de ce 
denominateur. De plus on supposera que les inconnues x et z, sont 
positives; car si elles sont negatives, on pourra cehanger leurs signes et 
les rendre positives; et l’on admettra que tous les coefliciens du premier 
membre sont positils; car sil y en avait de negatifs, on les rendrait tous 
positils en posant x, 7, et en determinant A convenablement. 

Maintenant si Fon multiplie par 4a? tous les termes de l’&quation 
(35.), et que Von fasse 4 on aura en developpant: 

+ + Late 
— — 4a’ ba’ — v 
et partant 

Dans cette dernicre equation v peut positif ou negatif; si on le sup- 


= 0, 


pose positif, il ne pourra jamais surpasser un nombre Z qui, substitue 
pour vo dans l’@quation (46.), rendrait tous ses termes positifs; alors on 
devra faire successivement 
1,2 
et on obtiendra par Felimination toutes les solutions entieres et positives 
qui correspondent a de positif. Soit v negatif et —t, 
et soit *<x; en substituant cette valeur dans l’&quation (46.), elle deviendra 
4. + + — Late) = 0: 
maintenant si Fon suppose que s soit la plus petite des valeurs enticres 
de Z qui satislont a Tinegalite 
4a(t + 

en substituant s+ », pour dans T’equation (47.), (w etant un nombre 
positif queleonque) on en deduira une autre equation de la forme 

Ar (s+ u), 
qui a tous ses coelliciens positifs, mais qui est absurde parceque l’on a 
par supposition 
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(sw). 
Sil existe done une valeur de v, negative et moindre «que x, qui satis- 
fasse a P’equation proposece, elle devra se trouver parmi les nombres 
—1, —3,...—(s—1). 

Si dans T’equation (46.), on av—= —u et u>r, en divisant u 
par x, on trouvera le quotient 2 et le reste r<x, et en posant 

on obtiendra 

— 42 — (tar — (b —n)) b—n)re—r| 
4a ne’ + (4a + (2 —n)r d)e + e—r — 0; 
mais puisque om aura toujours 5>n, et par conscqnent 
on fera successivement 
n = 1,2, 3, ....5—1; 

et en substituant toutes ces valeurs dans l’Öquation preeddente, on deter- 
minera, comme auparavant, la limite de r. 


De cette maniere nous avons reduit Peqnation proposde dependre 
d'un nombre donnd d’equations a une seule inconnue, dont on sait trou- 
ver tous les facteurs rationnels. 

Soit propos, par exemple, de rÖsoudre en nombres entiers et 
positifs I’&quation ü deux inconnues 

en fesant s= x’ on aura, apres les r&duetions, 
(4 + + —il= 0; 
si r est un nombre positif, on voit qu’on ne saurait avoir r>3; si r est 
A un nombre ndgatif —p et que ait p<x, on obtiendra 
+ pP 0; 
et en fesant p=3, ou p>3, on trouvera une @quation de la forme 
= 
qui est absurde parceque par supposition x’>p°. 
Lorsque r est un nombre n(gatif, et que lon a—r>r, on fera 
r=—(r-+t); en supposant —?<{x, et on obtiendra 
—t) 
et par suite 
Dr 
et puisque on ne pourra pas avoir 
36 * 
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Il serait absurde de supposer r=— (x +), et n>1, parceque 
l’on aurait alors l’@quation 
qui ne saurait jamais s’accorder avec l’autre 
2 x" -1>r, 

Par cons@quent l’on obtiendra le systeme suivant d’&quations 
+3, 

qui etant combincdes avec l’equation proposde doivent servie a determiner 

les valeurs des inconnues. Maintenant si l’on effectue les e@liminations, 

on ne trouve que les valeurs x —= 1, z= 4, qui r&solvent !’&quation pro- 
posce, et qui donnent 
L’equation que nous venons de traiter sert r&soudre lautre 
48. Ax®+(By’+Cy+ Do +Ey’ + +6y+H=0, 
lorsque B n'est point egal ä zero; en effet on trouve l’expression 
dans laquelle la quantit@ comprise sous le signe radical deit satisfaire 
une @quation de la forme 
et lorsqu’on aura obtenu toutes les solutions de cette @quation, on aura 
resolu completement l’@quation proposce. 
Si dans l’equation (48.), lon fait 
H=a, G=e, F=f, E=g, 
D+s=b, F=c, B+E=d, E+H2F=Jh, 

on la transformera, apres les substitutions, dans la suivante 

qui est assez generale, et dont on pourra trouver toutes les solutions enticres. 

Si au lieu de l’@quation (48.) on avait consider& la suivante 

on aurait pu la resoudre de la m&me maniere, pourvu que tous les coef- 

fieiens D, E, .... F, ne s’@vanouissent pas ä la fois; et Ton en aurait 

deduit de nouvelles transformees plus g@nerales que celle que nous venons 

de trouver; ear la methode dont nous avons fait usage pour resoudre 

l’&quation (45.), peut s’appliquer &galement ü lautre plus generale 


| 
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On a ddja vu que par F,(x,y), nous designons une fonction ho» 
mog£ne, rationnelle et entiere, du degre z, entre x et y; en geu£ralisant 
cette notation, nous representerons dans la suite par F,(x, 2, .... etc.), 
une fonction homogene, rationnelle et entiere, du degr& 7, entre les inconnues 
Maintenant, &tant donnde T’&quation 
si l’on peut trouver une solution rationnelle de celle-ci 
F,(z,y) 
la premiere sera r@soluble aussi en nombres rationnels. En effet, si les 
valeurs m, y=n, satisfont ü l’@quation F, (x, y)=0, en fesant 
z=mp+g9, 
et en substituant ces valeurs dans l’&quation 
+detey+S=0, 
on aura 
(am’+bmr-+ 


et puisque par hypothese on a am’--bmn-en’=0, on obtiendra 


I’ Cquation 
af+bgarte + dg ter +f 

dans laquelle les inconnues 9, r, peuvent prendre des valeurs rationnelles 
quelconques, et en substituant cette valeur de p, dans les valeurs de x et 
de y, on obtiendra toutes les solutions rationnelles de l’&quation proposce. 

DL est clair que la m&me chose arriverait si l’on avait l’&quation 

49. + 2 ....ete)+f = 0; 
qui renferme un nombre quelconque d’inconnues. Et il faut observer 
qu’etant donnee une solution y=m, z=n, etc., en nombres 
rationnels, de l’&quation 

F,(x, yy 2, etc.) = 0, 
on peut trouver toutes les solutions rationnelles de I’&quation (49.) en fesant 
y=mp+tr, z=npts, eto, 

(les quantites 9, 7,5, @etant des nombres rationnels quelconques) 
et lon voit que zes solutions seront toujours en nombre infini. 

Par exemple, on sait qu’un nombre entier quelconque 4 est toujours 
la somme de quatre carr&s en nombres entiers, on aura par Consdquent 


=0; 
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| 
mais si l’on voulait connaitre toutes les solutions rationnelles de l’&quation 


on ferait 


et Yon aurait 


A— («+-) + (+-)+ 


(dans laquelle on peut donner ag, r, s, des valeurs rationnelles «quel- 
conques) exprimera toutes les manieres de decomposer le nombre 4 en 
quatre carres rationnels, 

faut observer qu’etant donnde T’@quation 


50. am tbaytey 


si l’equation 

ax = 0, 
est satisfaite en desant z=n, y=r, z=m; on substituera dans l’&qua- 
tion proposce les valeurs 


y=rp+s, zs=mp-+t, 


ei on aura 
Hgg ths+tittk 


ou il faut observer que lorsqu’on pourra resoudre en nombres entiers 


l’equation 
+ 
contient les trois inconnues 9, Ss, on pourra r@soudre aussi l’@quation 
(50.) en nombres entiers, d’une infinit@ de manicres. 
Si l’@quation proposce se r@duisait a la forme 
pour fächer de la r&soudre en nombres entiers il faudrait faire 
angters+- fmt = +1. 
Cependant il y a des cas dans lesquels l’@quation proposde ne saurait tre 
resolue en nombres entiers, quoiqwelle puisse avoir une infinit@ de solu- 
tions fractionnaires. 
Lagrange a d@montre que lorsqu’on multiplie ensemble les deux 
formules 
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=F, 
on aura toujours l’equation 
IF = 
dans laquelle les quantitös 4, D, C, D, sont determindes; maintenant si 


lon fait 


2(da,—aBy —bUCz,+abDu,) 
(les quantitds @,, 4, Ctant des nombres rationnels queleonques) 


on aura 

et cette formule comprendra toutes les manieres dont on peut reduire le 


produit la forme 


Notre analyse fournit beaucoup de nouvelles formules semblables, car en fesant 
Fa 1 2 
F, (X, Z, U u... etc.) + A, 
on trouvera aiscment que Von a toujours 
(les quantitds P, 9, 75 Sy 2... etc., Ctant des fonctions rationnelles des 
quantitös A, A, y F, 2, Z, ... etc.) pourvu que lon puisse r&sou- 
dre l’equation 


en nombres rationnels. Ainsi, par exemple, si l’on fait 


on aura 


2 —p’ —4g’—ast) ) 
+( 2(19p+16494 — 339 r) 
2 
IF, = ( ) 
2(19p + 1649 — 334 r) +9 
> 1 R 
2(19p + 1044 — 3397) 
les quantitds pP, 9, r, s, @tant des nombres rationnels queleonques, 
Ce que nous venons de dire par rapport aux formules du second 
degre, peut sappliquer aux &quations indetermindes du troisicme degrd, et si 


l’equation deux inconnues 


F,(#,y)=0, 
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est resoluble en nombres rationnels, l’autre 
+k=0, 


sera resoluble aussi: en eflfet etant proposee l’equation 
an 
si lon peut trouver deux nombres entiers m, n, tels que Pon ait 

am’ +-bm’n-cemn + dn’ = 0, 
on pourra faire e=mp--9, y=np+r, et en substituant ces valeurs 
dans Fequation (51.), on aura une @quation de la forme 


52. 


= 0; 
et si lon fat P=0, on pourra resoudre (52.) et Fon aura 


dans laquelle 


pP=—77r; et en eliminant 9 entre les equations 
D 


on obtiendra une Cquation de la forme 

(dans laquelle Zr) exprime une fonction rationnelle queleonque de r) qui 
fournira une infinit@ de solutions de V’equation proposde lorsqu’on donnera 
ar des valeurs rationnelles quelconques. 

I! est clair que Ion parviendrait a un rdsultat semblchle, si P’dqua- 
tion proposce contenait un plus grand nombre d’inconnues; car si l’equation 

peut rdsolue en nombres rationnels, Fautre quation 
aura un nombre inlini de solutions rationnelles. Maintenant si dans l’&qua- 
tion precedente on fait 

f=-m, x" + 

F,(#, 9 (5,9 = 0, 
(m etant un nombre rationnel quelconque) puisque Tequation 

peut se rösoudre en on pourra rösoudre aussi 


lequation 


ct arra Tidentite 


by 
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dans laquelle 9 est un nombre quelconque rationnel. De cette maniere 
l’on a decompose le nombre rationnel 772 en quatre cubes rationnels, dont 
deux seront positifs et deux negatifs. Mais on peut, lorsque n est un 
nombre positif, reduire le second nombre de cette &quation ä ne contenir 
que des cubes positifs, et c'est ce que nous allons prouver ä present. 

Supposons 9 positif et tel que Von ait 69’<Tn; il est clair qu'a- 
lors les deux premiers cubes du second nombre de l’&quation (52.) seront 
positifs, tandis que les deux autres seront ndgatils. De plus dans lidentite 

le second membre est la somme de deux cubes positifs lorsqu’on a @ >22), 


car ü plus forte raison on aura 2a°>b}; si Von fait done 
l’&quation (53.) se transformera dans la suivante: 


( 


dans laquelle les deux eubes qui composent Je second membre seront po- 
sitils l’orsqu’on aura 
(m +64’ 

Supposons maintenant que cette inegalite soit satisfaite, et repre- 
nons lidentite (53.) en y fesant 

( m? 
il est clair que nous aurons l’equation 
m+6g?\’ — 


== 


m? 
m-+6g?)'— 2m? ( 
+ 
dans laquelle le premier cube du second membre pourra s’Ccrire de cette 


maniere 
Crelle’s Journal d. M. Bd. IX. Hf. 3, 37 
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et afin que ce cube soit positif il suffira que V’indgalite 
56. — 2m) 
soit satisfaite; et lon voit que cette inegalit@ renferme l’autre 
(m +69’) > Im’, 
(puisque les deux nombres 77 et 9, sont positifs.par supposition) et que lors- 
que lingalite (56.) sera satislaite, le second cube du second membre de l’&- 
«quation (55.) sera positif aussi, puisque si Vinegalite (56.) est satisfaite lautre 
2 (m + 64°) ((m+ 67°) —? > m’ ((m +69°)’ + m’)', 
sera satisfaite aussi. Il suffira done de satisfaire A linegalite (56.) pour que 
les deux eubes du second membre de T'equation (54.), et les deux cubes 
du second membre de l’@quation (55.) soient positißs. 
Soit, pour abreger, 69° lindgalit€ (56.) deviendra, en extra- 
yant la racine cubique, 
(«+ m) m)’ — 2m’) —m (tm) 
d’ou Ton deduira, en ordonnant le premier membre par les puissances de z, 
On a suppose m >09, ou bien m>z; en fesant done m= Az, 
on aura Z>1, et en substituant cette valeur de m dans linegalite (57.), 
on aura, apres avoir divise par Tautre inegalite 
et celle-ci, en y fesaut = 1-+x, se transformera dans la suivante 
dans laquelle il sera toujours possible de trouver pour x un nombre ra- 
tionnel positif qui lui satislasse; en effet puisque l’on a 16 >100Y?, 
aura aussi 
et x devra ätre un nombre tel que la somme de tous les termes quiil 
multiplie dans lindgalit@ (58.) soit moindre que 22. On fera ü cet ellet 


3 
100y2 = 126, car tous les termes qui sont multiplies par x dans l'ine- 
galite (58.) Etant negatils, on ne devra ceraindre aucune erreur en prenant 


3 
pour Y? un nombre un peu plus grand que la valeur exacte de ce ra- 
dical. Par cette substitution Vinegalite (58.) se transformera dans la suivante 
II —HNE— — 793 — >0; 
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1 
d’ou Fon deduira, en fesant 


4 1212? _ 2 193 226 
et comme — 5” est le plus grand coeflicient ndgatif de cette inegalite, 
elle sera toujours satislaite en fesant 
Y + l 
et a plus forte raison en fesant 


(u Etant une quantit“ positive quelconque) d’ou il resulte que la valeur de 
11 11 


x 
satisfera lindgalit© (58.). 
Maintenant l’on a 


_ 
6° 


11a 


et partant 


mais comme par hypothese "<> il faudra trouver un nombre rationnel 


positif 7, tel que g’ soit compris entre 
m 4löm | 


et il est clair qu’on pourra toujours trouver une infinit@ de valeurs de 9°’ 
comprises entre ces limites, valeurs qui satisferont a toutes les inegalites 
de condition que nous venons de trouver. 

Maintenant puisque le binome 


m ) 
? 


ce reduit a la somme de deux cubes positils, a Taide de Tidentit@ (54.), 
et que d’apres lanalyse precÖdente on peut reduire Tautre binome 
(m+6g’)’ + m? 
ü la somme de deux cubes positifs ü Vaide de l’equation (55.), il est clair 
que l’on pourra r@duire le second membre de Yequation 


= 


A la somme ’e quatre cubes positils; et partant on aura pour r&sultat, 


qu’un nombre quelconque rationnel positif peut toujours se decomposer, 


d’une infinit@ de manieres, en quatre cubes positils, en nombres rationnels. 
37* 
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Lagrange en cherchant les formes cubiques qui se reproduisent, 
lorsqu'elles sont multiplices entre elles, trouva la formule 

59, 

cz 
qui etant multiplide par une formule semblable donne un produit de la 
meme forme. Drapres les prineipes que nous venons d’exposer on peut 
frouver un grand nombre d’expressions nouvelles, de la m&me espeee que 
la formule (59.), et qui ne sont pas comprises dans celle-ci. En eflet 
etant donndes les deux &quations, 
y, 2, u, A, 
25 Us + 4, 
on pourra toujours faire 
YF,=F;{r, 5 t, d, etc) 
(les quantites 7, 2... etc., Ctant des fonctions rationnelles des 
quantites 0, etc.) pourvu que l’equation 
FIR 
puisse Ötre resolue en nombres rationnels. Ainsi par exemple en fesant 
on aura Tidentite 
1?) 
dans laquelle 7, s, f, sont des quantites indeterminees, 

Euler a demontre pour la premiere fois, qu’un nombre quelcon- 
que rationnel positif est toujours Egal A la somme de quatre carres en 
nombres rationnels; il a d@montre@ aussi, que le produit d’une somme de 
quatre carrds, par une somme de quatre carres, est semblablement la 
somme de «uatre earres: l’analyse pr@e@dente montre que l'on peut g&- 
neraliser ces deux theoremes, et les etendre aux troisicmes puissances. 

La methode que nous avons exposce n’est plus generale, lorsque 
les formules que l’on considere passent le troisicme degre ; et c'est ü ce 
degr& qu’Euler etLagrange se sont arr&tes dans leurs recherches, Ce- 
pendant on peut trouver des formules de tous les degres qui se repro- 
duisent lorsqu'elles sont multiplices par des formules semblables. Ainsi, 
par exemp!e, pour le quatricme degre on a les deux formules 
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qui reprdsentent rationnellement tous les nombres rationnels, et chacune 
desquelles se reproduit lorsqu’elle est multipli&e par une formule semblable. 


Lagrange en partant de la formule (59.) a trouve une infinite 
de solutions enticres de l’@quation 
et il a cru que cette &quation offrirait beaucoup de difhicultes si on vou- 
lait la resoudre autrement que par sa methode: nous allons veir main- 
tenant quelle est un cas particulier d’une equation generale dont on peut 
toujours avoir une infinit@ de solutions entieres, 


Soit propose de resoudre en nombres entiers l’&quation 
60 (a, Yıs + F „ 223 .... etc.) F (x etc ) 
dans laquelle on exprime toujours en general par 
F, Yrs Sry etc.), 
un polynome homogene, rationnel et entier, du degre p (p e€tant un 
nombre entier positif) a coefficiens entiers entre les variables 
si lun quelconque des exposans 7, m, 2... ?, 9, n’a de facteur commun 
avec aucum des autres exposans, on pourra toujours resoudre d’une infi= 
de manicres l’equation (60.). En eflet, soit 9 Vexposant qui n’a de 
facteur commun avec aucun des autres exposans 72, 71, 2... P5 on mettra 
u la place des inconnues etc. dans le polynome 
et en supposant que la somme des coefliciens du polynome 


soit egale a 5, on aura 


F,(w, u, u, 2... etc) = bu’; 
puis en fesant, pour le nombre « au produit Xp, 
on €crira dans l’&quation (60.), (d x" a Ja place de x, (b yy 
place de y, ä place de z,....» eto.; puis on (b 


ala place de (bY a la place de y,, (b a la place de z,, etc.; 
et ainsi de suite jusqu! au dernier polynome du premier membre dans in 


quel on Ecrira place de x,, (b laplace de A 
la place de z,, „0... etc.; ou il faut observer que les quantites 
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expriment des nombres entiers quelconques, 
Maintenant pour determiner la valeur de v, l’on fera 


(ux), 000 etc.) 


b 
Fn (6X,) (b Y,) (bZ,) ete.) = u, 


+—F,(6X,7, BZ, ete.) 
et il est clair que v sera un nombre entier. A present si l’on multiplie tous 
les termes de cette &quation par u“, &tant des nombres entiers et 
positifs qui resolvent l’equation deux inconnues ai+1=gv) et que 
daus I’equation 100.) lon fasse 


y=(lYu), z=(bZu)", etc, 


a 


a a 
=(bA,u), y=(bY,u), z,=(bZ,u)P, 2... etc, 
on aura resolu Vequation proposce d’une infinit@ de manieres, et lon ob- 
tiendra Fidentite 


+F,( un, (bY, um, (BZ, un”, ete.)' 


a 

Il serait jacile de generaliser cette methode, et de lappliquer a beau- 
coup d’autres Equations composces de polynomes qui seraient toujours ho- 
mogcenes, mais qui pourraient etre fractionnaires et m@me transcendans; 
necanmoins comme ces recherches ne presentent aucune dilficult@, nous 
eroyons ne pas devoir nous y arrcter plus long tems. 


u, 000. efc.). 


Ce meımnoire fesait partie d’un travail sur la theorie des nombres presente en 
1823 V’Acad®mie Royale des Sciences de Paris. 
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22 


Theoreme relatif 4 une certaine fonction transcendante. 
(Par E. F. A. Minding.) 


P armi les cas les plus simples, qui peuvent servir a eclairer d’avance la 
theorie generale des intÖgrales a diflErentielles algebriques, — theorie dont 
limmortel Abel a jet@ les fondemens dans ce qu'on lit pag. 200. du 
quatriöme volume de ce journal, — on doit compter celui de lintÖgrale 
IZE: dont je viens ici proposer la propriet@ fondamentale. 

Pour abreger je desingnerai par Ax la fonction dans 
laquelle & represente une constante quelconque, quil est superflu d’indi- 
quer sous le singne A, attendu qu'elle restera la möme dans le cours de 
cette note, 

Determinons d’abord les quantites variables @ et 5, que nous sup- 
posons ind@pendantes entre elles, de maniere «que V’&quation 

ait parmi ses racines deux quantites variables quelconques, que nous d$- 
signerons par x, et x. 

Celä pose, on pourra egaler Vexpression 

a un produit de trois facteurs — x), — x), x), en representant 
par x, une troisicme racine de proposee, dont la valeur dpen- 
dra des variables donndes x, et x. 

En eflet en supposant 


on aura 
er +r, 
— 


ou bien, plus simplement, —a = x,.10,2;. 
Pour determiner a et 5 en fonctions de x, et x,, on pourra se ser- 


vir des Equations: 
b A X 


az, 
x, + «@ 
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On tire de la: 


(x, Az, —3Ax,) 
Ax, 
—ı,Ax,’ 
x, Az, 
Consid@rons maintenant la somme: 


En substituant au lieu de Ar, Ar, les expressions &quivalentes 


ba,’ ba, 
suivante: 


am trouye que la somme proposde est @gale ä la 


a revient celle-ci: 


1 dı 
Done on a: dr, 


Am, Ar; ou bien, en integrant 
et remplacant 5 par sa valeur trouyde ci-dessus: 


2 
Ax,—ı, 
Ja quantite a, est determinde 


On aurait pa, apres lintegration, ajouter une constante; mais il est facile 


2, — 


de se convainere qu'en commencant les int@grations par des valeurs zero 
de x, et x,, la constante s’@vanoulit. 


En egalant entre elles les quantitds arbitraires x, et les r@sul- 
tats prec@dens ce changent comme il suit: 


= 
x, 2 tar), 
1-+2ax, 


De lä decoule immediatement ce que nous venons de dire par rapport & 
la constante d’integration. 


| ‚Az, 


R 


w 


CR 


= 


wi 


Gr de 
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Gudermann, JPotenzial- Functiwnen Taf. I. 


log. Sof, k. 


3,173 3259 084 
3,177 6088 523 
3,182 0117 962 
3,186 3547 400 
3,190 6970 839 
3,195 0406 279 


3,199 38,5 718 
3,203 7365 158 
3,208 0694 597 
3,212 4124 037 
3,216 7553 477 


3.221 0082 017 
3,225 4412 358 
3,229 7841 798 
3,234 1271 239 
3,238 4700 680 


3,242 S130 121 


3,247 1550 562 


3,209 2712 866 
3,303 309 


3,307 9571 752 
3.312 3001 195 
3.316 6430 638 
3.3) O860 


325 3239 


3,320 6718 908 
3,33+ 0148 412 
3,335 3577 855 
3,342 7007 209 
3,347 0436 743 


3,351 3866 187 
3,355 7205 631 
3,200 0725 075 
3.30+ 4154 519 
3,368 7583 963 


3,373 1013 407 
3,377 4442 852 
3,381 7872 296 
3,356 1301 741 
3,39% 4751 185 


D. 


43+29 439 


43429 439 
450 
450 
44) 
4530 


43425 440 
4350 
44) 
44) 
440 


43429 441 
44) 
441 


43420 441 
44? 
441 
442 
+42 


43429 44? 
445 


442 


43420 442 
4+) 
445 
44) 


43420 443 
443 
445 
414 
413 


4342) 444 
443 
444 
444 
444 


43429 414 
444 
444 
444 


43420 445 
444 


log. Ein. k. 


3,173 3258 107 
3,177 6637 565 
3,152 0117 023 
3,1856 3546 480 
3,1% 6975 937 
3,105 0405 395 


3,109 3334 852 
3,203 7264 308 
3,208 0603 765 
3,212 4123 221 


3,216 7552 678 


3,221 009852 134 
3,225 4411 5% 
3,220 7841 046 
3,23+ 1270 501 
3,235 4699 0957 


3.264 5276 687 
3,205 8706 141 
3,273 2135 59% 
3,277 5565 050 
3,251 504 


3.286 2423 058 
3,200 5853 412 
3.204 928? 866 
3.209 2712 32V 
2,303 774 


3,307 9571 227 
3,312 3000 681 
3,310 6:30 134 
3,320 9850 587 
3,325 3259 04) 


3,329 6718 493 
3,334 0147 046 
3,338 3577 309 
3,342 7006 854 


3,347 0430 


3,351 3:05 756 
3,355 7295 209 
3,300 0724 
3,304 4154 113 
3,308 7553 565 


‚373 1013 017 
3,377 4442 470 
3,381 7871 922 
3,3 6 1301 373 
3,3W 4730 825 


D. 


43429 455 


43420 4583 
457 
457 
455 
457 


43429 456 
497 
456 
457 
450 


43429 456 
450 
455 
456 


.r 


405 


4534293 455 


4342) 454 
455 
454 
454 


43420 451 
454 
45% 
455 


43429 454 


43420 453 


434209 453 
452 


(Fortsetzung. 


log. Tang. 


9,009.9999 023 


0999 042 
US 


9,999 09)9 13% 
150 
168 


8,999 9009 


0,999 291 


9,099 0990 358 


9,099 99009 419 


9,999 0999 475 


9,999 9999 525 
55% 
552 


9,999 9999 569 
586 
544 


9,999 909 610 
618 
626 
632 
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23. 
29° 
Q 
8,00 
5,04 
02 
05 
04 
05 
S,06 
07 
03 
09 184 
10 201 
17 
232 
248 
277 
3,242 8129 412 
3,247 1555 867 “55 305 
3.251 4980 3,251 455 318 
3,255 S41S 445 3.255 8417 777 455 
3,00 1847 837 3,200 1547 232 455 335 
3,264 5277 329 
3,208 8706 771 370 
3,273 2136 212 324 
3,277 5505 654 zen 
3,281 8095 097 407 
3,26 3,230 2424 539 
27 3,230 5853 
98 3,204 0253 424 44) 
29 
8,31 
453 
3 453 
34 453 >06 
35 5253 453 615 
8,30 43420 453 
37 453 
38 452 
39 453 
40 402 
8,41 
42 452 
45 452 
4% 452 
43 452 
47 
45 445 
49 Art 
| 
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65 


8,66 
67 


92 


log. Cof. k. 


3,390 4731 155 


3,39+ 8160 650 
3.399 1590 074 
3,403 5019 519 
3,407 8448 064 
3,412 1875 409 


3,416 5307 554 
3,420 8737 299 
3,425 2106 744 
3.429 5506 189 


3,433 9025 654 


‘ 


3,438 2455 


3,442 5554 525 
3,446 09313 970 
3,451 2743 416 


3,455 6172 


3,459 602 307 
3,464 3031 752 
3,405 6461 198 
3,472 I9sW 644 


3,477 3320 059 


3,481 6749 535 
3,486 0178 981 
3,40 3608 427 
3,494 7037 873 
3,499 0467 319 


3,503 3596 765 
3,507 7326 211 
3,912 0755 657 
3,516 4155 103 


550 


3,525 1043 996 
3.929 4475 42 
3.533 7902 888 
3.039 332 33% 


3,542 4761 781 


3,546 8191 227 
3.551 16% 673 
3.555 5050 120 
3,5509 S+79 566 
J 


1909 013 


3,9268 5338 459 
3.572 8767 %6 
3,977 2197 353 

5626 799 


3 
3,585 W5b 


3,50 2485 6053 
3,504 5015 140 
3,508 0544 557 
3,603 2774 031 


3,607 481 


D. 


43429 445 


43429 444 
445 
445 


45429 445 
445 
445 
445 
440 


43420 445 
445 
446 
445 
446 


43429 445 
446 
446 
445 
4406 


43429 446 
446 
440 
440 
446 


43429 440 
446 
440 
4+7 
440 


43420 446 
440 
440 
447 
440 


45420 446 
447 
4416 
447 
440 


43420 447 
447 
440 
447 
447 


43429 447 
447 
447 
447 


loe. ©&in, k. 


3,390 4730 825 
3,394 8160 277 
3,399 1589 729 
3,405 5019 18L 
3,407 54485 632 


3,412 1875 054 


3,416 5307 535 
3.420 8736 986 
3,425 2166 433 
3,429 5505 859 


3,433 W25 340 


3,438 2454 701 
3,442 5384 242 
3,446 0313 693 
3,451 2745 144 


3,455 6172 505 


3,450 9602 046 
3,404 3031 407 
3,408 6460 047 
3,472 9500 308 


3,477 3319 549 


3,481 6749 209 
3,456 OL7S 750 
3,490 3608 201 
3,494 7037 051 
3,499 0467 1UL 


3,503 3806 552 
3,507 7326 002 
3,512 0755 452 
3,516 4184 0902 


J 
3,520) 7614 352 


3,525 1043 s02 


„20 4473 253 


3,942 4761 603 


3,546 8191 053 
3,551 1620 503 
3.555 5049 053 
3,559 8479 403 
3,504 18 853 


3,590 2485 551 
3.594 5915 0 
3,508 0344 450 
3,603 2773 
3,607 6203 349 


D, 


43420 452 


43420 452 
452 
451 
452 
451 


45420 451 


452 


43420 451 
451 
451 
4öl 
451 


43420 451 
450 
451 
450 


43429 451 
451 
450 
450 
451 


43429 450 
450 
451) 
450 
450 


43429 451 
450 
450 
450 
450 


43429 450 
450 
450 
450 
dt 


43429 450 
450 
450 
44%) 
450 


45420 449 
450 
449 
450 


23. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II, 


log. Rang. 


9,909 9999 640 
9,999 9999 647 


309 
662 
608 


675 


9,999 9999 681 
687 
604 
706 


9,999 9999 


9,099 9999 739 


9,999 0999 764 


0,999 9999 787 


0,059 09999 


0,099 00069 826 
835 
837 
840 


9,999 9999 843 


9,99 9099 855 
805 
sus 


D), 


3,50 
52 
53 
54 445 
8,56 
57 
58 452 
59 
60 451 
S,61 
b2 717 
63 723 
64 728 
65 740 
69) 754 
72 769 
73 774 
74 7:8 
75 782 
8,76 
77 
78 795 
79 
so 
s.s1 
82 > sıl 
3,533 702 703 sı5 
84 3,538 1352 153 sin 
3,56 
S7 
58 
3,91 3,568 5338 302 DEE 
92 3,572 8707 752 
93 3,577 2107 02 249 
04 3,581 5626 652 s53 
0) 3,585 9056 10L 855 
8,96 
97 
98 
9,00 


23. Gudermann, 


Potenzial- Punctinnen Taf. IT. 


9,00 


9,01 
02 


log. Sof. k. 


3,607 6203 481 
3,611 9632 928 


D. 


43420 447 


43429 447 


log. Ein. k. 


3,607 6203 349 


3,611 9632 7985 


D. 


43429 449 
43429 450 


log. Tang. k. 


9,999 9999 868 


9,9) 870 


3,616 3162 375 440 3,616 3062 248 449 873 

03 3,620 64)1 S21L 447 3,620 6481 697 450 876 

04 3,624 9921 203 947 3,624 0021 147 “40 879 

05 3,629 3350 715 447 3,620 3350 506 449 ES1 
9,06 3,633 6750 162 43420 447 3.633 6780 045 43420 450 


07 


9,009 999 883 


3.633 0200 609 447 3,638 0209 405 a 206 
05 3,042 3639 050 447 3,642 3638 944 430 838 
09 3,646 7008 503 449 3,646 7068 393 150 
10 3,651 0497 951 447 3,651 0497 843 449 892 


9,11 


3,655 3027 308 


43429 447 


3,655 3027 292 


43429 449 


9,999 0999 8% 


12 3,650 7356 S+45 347 3,659 7356 741 450 99; 
15 3,064 0756 292 447 3,064 0786 101 449 990 
14 3,608 4215 730 447 3,668 4215 640 449 Bei 
15 3,672 7045 150 445 3,672 7645 089 449 903 


3,677 1074 634 
3,651 4504 


43429 447 
447 


3,677 1074 538 


43420 449 


9,999 9999 904 


3.681 4503 987 44) 906 

15 3.655 7933 523 447 3,655 7933 430 440 WS 
15 3,00 1302 075 +43 3,6%) 1302 885 446 
3,69+ 470% +23 +17 3,094 4712 334 44) 
921 3,608 822 570 43429 443 3,6098 s?21 783 43420 449 9,999 9999 013 
22 3,703 1651 318 447 3,703 1651 232 449 914 
23 3,707 5080 765 447 3,707 2080 681 450 916 
24 3,711 5510 212 443 3,711 8510 131 449 919 
253 3,716 1939 660 447 3,716 1939 580 449 920 
9,26 3,720 5560 107 43420 443 3,720 5360 029 43429 449 9,999 999 929 
27 3,724 8708 555 +47 3,724 8708 478 440 923 
25 3,720 2228 002 445 3,729 2227 927 44) 925 
29 3,733 5657 450 447 3,733 5657 376 440 DIR 
30 3,737 9050 507 443 3,737 9.86 825 44) 
9531 3.742 9516 345 43429 447 3,742 2516 774 43429 448 9,909 9999 99 
32 3,746 5045 702 443 3,746 5945 722 445 930) 
33 3,750 9375 245 447 3,750 0375 171 449 931 
34 3,755 2804 637 448 3,755 2804 610 446 033 
33 3,759 6234 135 447 3,759 6234 069 440 034 
9,306 3,763 0663 552 43420 448 3.763 0663 518 43420 449 9,999 9999 0936 
37 3,708 3005 030 447 3,708 3002 967 448 037 
35 3,772 6522 477 448 3,772 6522 415 440 938 
39 3,776 9951 925 447 3,776 9051 039 
40 3,751 3351 372 448 3,781 3381 313 445 O4 
3,785 6810 43420 447 3,785 6810 76L 43429 449 9,999 0990 
2 3,79%) 0240 267 448 3,7% 0240 210 43) 933 
43 3,794 3669 715 448 3,794 3669 659 449 44 
44 3,798 70099 163 443 3,798 7099 108 419 045 
43 3,503 0523 611 447 3,803 0523 557 448 9465 
9,46 3,807 3958 068 43429 448 3,807 3958 005 43429 449 9,999 9999 997 
47 3,811 7387 506 443 3,811 7337 454 449 948 
AS 3,516 0816 954 447 3,816 0816 903 44) 949 
49 3,820 4246 401 443 3,820 4246 352 443 051 
50 3,824 7075 849 3,824 7675 800 951 


38 * 


D. 
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| 
9,16 
= 


23. Guüdermann, Potenzial - Functionen 


log. Sof, ke. 


3,824 7675 849 


3,829 1105 
3,533 4534 
3,837 
3,542 1393 
3,846 4323 


() 8252 
5 1081 
3,8509 
3.803 
3,508 1970 


3,85 
3.85 


3,872 53 


3,876 832) 


3,881 2 


3.855 5088 


3,889 0117 


3,804 2547 
3,808 5076 
3,002 9405 
3,007 2835 


3,011 0264 


3,915 9604 2 
3,920 3123 7 


3,924 611553 


3,928 0082 5 


3,033 3412 


3,037 6541 4 


3.942 0270 
3,946 3700 


3,050 7129 


3,055 0559 { 


3,059 3088 7 


3,003 7418 
3,008 0S+7 


n - 
3,97 2 42710 


3,976 7706 5 


3,081 1155 
3,085 4565 


3,0150 779 


3,004 1424 ! 
3,998 4553 7 


4,002 8283 2 


4,007 1712 
4,011 5142 
4,0115 8571 
4,020 


4,024 5430 4 


4.028 


4,033 2280 
4,037 5718 
4,041 9148 


297 

744 
192 
640) 


535 
083 
+31 
578 


326 


347 


05 


243 


D. 


43429 445 
43429 447 
448 
445 
445 
447 


43120 447 
448 
447 
445 
448 


43420 448 
447 
448 


43420 448 
445 
443 
448 
445 


434120 448 
443 


43429 448 
448 
445 
445 
443 


43429 448 
445 


43120 448 
448 
448 
443 
445 


43420 448 
448 
443 
415 


log. Sin. k. 


5,824 
3.829 
3,833 
3,837 
3,842 
3,846 


3,850 
3,855 
3,869 
3,863 
3,808 


3,872 
3,876 
3,881 
3,855 
3,589 


3,594 
3,508 
3,002 
3,07 


3,011 


3,91: 
3,020 
3,024 
232 
3, 


3,933 


3,937 
3,942 
3,046 
3,050 


3,055 


3,959 
3,003 
3,08 
3.072 
3,976 
3,081 
3,085 
3,989 
3,004 
3,998 


4,002 
4,007 
4,011 
4,015 
4,020 


4.024 
4,028 
4,033 
4,037 


7075 800 
1105 249 
4524 698 
7906+ 146 
1303 595 
433 045 


5257 492 
1081 041 
5til 359 
11170 256 


5399 735 
SS29 183 
2258 632 
5685 OSL 
9117 529 


2546 978 
5976 +20 
94 875 
2535 324 
6204 772 


9694 221 
3125 669 
6553 118 
566 


3412 U15 


6841 463 
0270 
3700 300 
7129 
0559 257 
3988 705 
154 
0547 602 
4277 051 
77006 499 


1135 948 
4565 306 
7994 544 
1424 2093 
4553 741 


1090 
1712 638 
5142 056 
8571 535 
2000 983 


431 
8559 
2289 328 
5718 776 


4,041 9148 225 


D. 


43429 449 
43429 449 
445 
44%) 
448 
440 


45429 449 
448 
440 
448 
44 


43429 448 
445 
449 
449) 
44) 


434209 445 
440 
448 
449 


43420 448 
449 
448 
44 
445 


43420 448 
440 
443 
44) 


43429 449 
443 
449 
443 
449 


45429 448 
448 
449 
443 
449 


43429 448 
443 
449 
448 
448 


434209 449 
445 
443 
419 


Taf. 


log. Tang. 


9,9099 0999 051 


9,999 9999 952 
954 
054 
‘5 


955 


9,099 9990 957 


9,999 9999 961 
ol 
963 
0904 
004 


9,0099 9999 065 
35 
908 


0,999 9999 969 
970 

370 


0,009 9909 971 


971 


0,009 9090 974 
975 
975 
176 


9,999 9999 977 
377 
977 
378 
078 


0,999 9999 979 
979 
980 
980 


9,999 980 
981 
051 
081 
92 


D. 


300 
9,50 
9,51 
52 
54 
53 
9,56 
37 058 
58 58 
60 
9,61 
62 > 
64 | 17 448 
| 65 443 
9,66 013 43429 448 
67 | 448 
69 356 448 
72 
73 145 
74 
17 940 
335 448 373 
9,81 | 
82 179 
s4 
85 
9,86 971 
88 443 
sy 15 448 
90 448 
9,91 | 
92 659 
93 107 
003 
9,96 5 
09 
10,00 


Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. U. 


log. k. 


4,041 9148 
4,046 2577 
4,050 6007 
4,054 0436 
4,059 2806 
4,0063 6295 


4,067 9724 


4,072 


4,076 6583 
4.081 
4,085 3442 


4,089 6872 
4,004 0301 
4,008 3751 
4,102 7160 
4,107 0559 


4,111 4019 
4,115 7448 


4,120 08785 


4,124 4507 
4,123 7737 


4,135 1106 
4,137 4506 
4,141 5025 
4,140 1454 
4,150 4854 


4,154 8313 
4,150 1743 
4,163 5172 


4,167 2 


4,172 031 


4.176 5461 
4,150 ss“) 
4.155 230 
4,1809 5749 
4,193 9178 


4,1098 2608 
4,202 6057 
4,206 0467 
4,211 2806 
4,215 6326 


4.219 9755 
4,224 3185 
4,228 6614 
4,233 0043 


4,237 3473 4 


4,241 6002 
4,246 0332 


4,250 3761 7 


4,254 7101 
4,259 


171 
619 
067 
515 


93 


100) 
348 
444 


5s1 
029 
477 


925 


373 
s2l 
269 
717 
165 


613 
062 
510 
953 


193 
647 


D. 


43429 448 
43420 448 
448 
445 
448 
448 


453429 445 
448 
443 
443 
443 


43429 445 


443 
448 


HS 
445 
445 
440 
448 


45429 448 
448 


434209 4485 
448 
440 
448 


43420 445 
443 
448 
448 
#43 


43429 448 


448 
445 


43429 449 
443 
443 
448 
445 


43429 448 
443 


41) 


log. Ein. 


4,04 


4,046 2577 
4.050 6007 
4,054 0430 
4,050 2866 
4,003 06205 


4.067 0724 
4,072 3154 
4,076 0583 
4,081 0013 
4,085 3442 


4,089 6372 
4,004 0301 
4,098 3731 
4,102 7160 
4,107 0559 


4,111 4419 
4,115 7448 
4,120 0878 


+. 12+ 4307 


4,133 1166 
4,137 45% 
4,141 s025 
4,146 1454 
4,150 


4.154 8313 8 
4,159 1743 3: 


4,163 5172 


570 
015 
4067 


015 
sı? 
200 
709 


157 
605 
053 
902 


050 


398 
S+7 
295 
7+3 
192 


640 
(188 


4,167 296 


4,172 2u31 


4,176 5461 


4,150 85890 


4,185 23% 
4,189 5749 
4,193 9178 


4,105 2608 
4,202 0037 
4.206 0467 
4,211 28096 
4,215 0326 


4,219 9755 
4.224 3185 
4,228 6614 


4,233 043 9 
4,237 3473 3 


4,241 6902 


4,246 0332 ‘ 


4,250 3761 
4,254 7101 


364 
s13 
261 
709 
157 


606 


743 
192 


4,259 640 


D, 


43420 445 
43429 449 
+43 
448 
44) 
445 


45420 449 
443 
443 
449 
A448 


43429 448 
448 
449 
448 
448 


43429 449 


434209 445 


454209 449 


449 


43420 445 
448 
449 
448 


43429 445 
448 
240 
445 


lose. 


9,39 


9,999 


2,9099 


999 


0,999 


9019 


9,009 


4,099 


lo 
48) 
og, 
353 
333 


054 


084 
085 


9999 991 
002 
992 
992 


9999 992 
0909 
992 
03 


9999 99 
905 


093 


10,00 23 
10,01 673 
02 139 122 
03 587 
04 035 
05 453 
10,06 
07 
05 827 
09 275 
10 723 
10,11 
12 
13 443 
14 u 087 
15 087 
10,16 411 9.909 087 
1 7 859 
15 448 988 
19 755 “ 
20 204 4,128 7737 448 GAS 
10,21 652 u 43420 448 u 
27 448 
253 449 
24 445 035 413 
418 433 448 
10,26 802 43429 49 
27 340 448 
32 448 
33 019 449 
34 405 443 
10,36 
37 448 445 
38 448 
39 u 
40 
10,41 
42 054 
43 502 
45 
47 302 
30 


10,65 
67 
605 
69 


‘ 


10,71 


> 


10,91 
44 
05 


10,96 
97 

11.00 


. 
uU d erman n Potenzial- Functtonen af. 


log. k. 


4,250) 630 647 
4,203 4050 095 
4,207 7470 543 
4,272 0908 901 
4,276 4338 450 


„280 7767 887 


In 


4,285 1197 335 
4,289 4626 783 
4.203 8056 232 
4,208 1485 680 
4,502 40915 128 


4.306 8344 576 
4,311 1774 024 
4,515 52303 472 
4,319 8632 9%) 
4,324 2002 308 


4,328 5461 S16 
4,332 8921 265 
2.331 23% 713 
5780 10L 
4.345 9209 609 


4,350 3639 057 
4.35+ 505 
4,358 09497 953 
4.3653 2027 402 


4,307 6356 S5U 


4,371 09756 208 
4,376 3215 746 
6645 194 
4,355 643 
4,35) 3504 091 


4,393 6033 539 
4,305 0362 087 
4,402 3702 435 
400 7221 883 


332 


+,.415 750 
4,410 7510 228 
+,+24 00939 676 
4,428 4369 124 


4,432 7798 572 


4.137 1228 020 
+, 441 4657 469 
4.445 SUS6 017 
4.450 1516 305 


4,454 4045 813 


4,455 S375 
4,463 1804 709 
4,47 158 
4.471 S663 6% 
4.170 2003 054 


D. 


43420 448 


43420 45 
445 
4:8 
448 
434209 448 
+49 
4.8 
418 
4145 


435 


434209 449 


43420 448 


43420) 445 


43429 448 


43120 448 


43420 449 


443 
443 


43129 448 
440 
443 
443 


log. k. 


4,259 0620 640 


4,203 4050 088 
4,267 7479 536 
4,272 0948 085 
4,276 4338 433 
4,230 7767 881 


4,255 1197 329 
4,250 4026 778 
4,2093 S056 226 
4,298 14855 674 
4,302 4915 122 


4,306 S344 571 
4,311 1774 019 
4,315 5%03 467 
4,319 8632 916 
4,324 2002 304 


4,323 5491 812 
4,332 S921 261 


4,337 2350 709 


4,341 5780 157 


4,345 9200 605 


4,350 2639 053 
4,35+ 6068 502 
4,355 0497 050 
4,363 2927 398 
4,307 03506 846 


4,371 09756 204 
4,370 3215 743 
4,350 6645 191 
4.355 0074 639 
4,350 3504 087 


4,303 6033 555 
4,308 0362 954 
4,4012 3792 432 
4,46 7221 
4,411 0651 328 


4,415 4080 776 
4,319 7510 225 
4,424 0939 673 
4,423 4369 121 
4,4132 7798 569 


4,437 1228 018 
4,441 4057 406 
4,445 S0S6 014 
4,450 1516 362 
4,454 40945 SiU 


4,458 8375 259 
4,463 1504 707 
4,467 5234 155 
4,471 8165 603 
4,470 2093 052 


D. 


43420 448 
43421 449 


445 


434.) 449 
448 
443 
445 
444 


43420 445 
443 
447 
445 


445 


43424 349 
445 


434209 440 
448 
443 
448 
448 


43420 440 
445 
445 
445 
“45 


43120 440 
445 
448 
443 
445 


43429 449 
445 
443 
445 
444 


43420 445 
445 
445 
445 
449 


43429 443 
443 
443 
449 


log. Zang. 


9,999 0900 903 


397 
304 


9,999 9999 994 

904 


0 
995 
995 


9,999 9990 096 


9,0099 9999 


9,999 9999 996 


9,00 9999 
97 
097 


007 


9,999 0099 997 
997 
007 


047 


0,999 0999 997 
997 
997 
997 


997 


9,909 9999 993 
yus 


D. 
32 
53 
53 
10,56 
58 
539 
62 
64 448 
(4) 413 
448 
/2 445 
73 310) 
74 448 
10,76 
77 4-45 
75 44 
79 445 
50 
10.8; 
448 
+45 
449 
10,50 
| 418 
445 
448 


11,00 
11,01 

02 
03 
04 
03 


11,06 
07 
08 
09 


11,36 
37 
38 
39 


40 


11,41 
4) 
43 
44 
45 


11,46 
47 
45 
49 
30 


log. Cof. 


4,476 2093 054 
4,480 5522 502 
4,45+ S051 950 
44509 2551 3009 
4,4095 5510 847 
9240 205 


4,502 2609 743 
4,506 6099 101 
4,510 9528 639 
4,515 2058 088 


4,519 6387 536 


4,523 09S16 084 
4,528 3246 452 
4,532 6675 SSO 
4.537 0105 328 
4,541 777 


4.545 6064 225 
4,550 0303 0673 
4,554 3823 121 
4,558 7252 569 


4,5603 0682 017 


4,567 4111 466 
4,571 754) 014 
4,576 0970 362 
4,550 4309 810 


4,584 7820 258 


4,580 1258 706 
4,503 4088 155 
4,507 8117 603 
4,602 1547 
4976 409 


4,610 8405 047 
4.615 1835 396 


4.610 S44 


4,032 55553 188 
8082 630 
4,641 2412 085 
4,645 5841 533 
4,649 y2;0 


4,654 2700 429 
4.658 6129 877 
4,662 9550 325 
4,607 2158 774 
4,071 6413 222 


4,675 9547 670 
4,080 3277 118 
4,634 6700 566 
4.156 0130 015 
4.95 3505 463 


D. 


43429 448 


434209 448 
449 
448 


445 


4342) 448 
445 
449 
443 
443 


43429 448 
+45 
448 
44) 
445 


43429 448 
448 
448 
448 
449 


43429 448 
445 
448 
448 
448 


3429 449 


448 
445 


454129 440 
“+8 


443 


434209 445 
449 


43120 448 
445 
44) 
448 
448 


43420 448 
448 
44) 
448 


log. in, 


4,476 2003 052 
4,480 5522 500 
4,484 8051 048 
4,489 2381 306 
4,493 5510 544 
4,497 9240 203 


4,502 2009 741 
4,506 6090 189 
4,510 0528 637 
4.515 20958 085 


4,519 6387 534 


4,523 0816 082 
4,528 3246 430 
4.532 6675 878 
4,537 0105 326 
4,541 3534 775 


4,545 6064 293 
4.550 0393 671 


4,554 3823 119 


4.567 4111 404 
4,571 7540 012 
4.576 1970 300 


4,580 4309 S09 


4,589 1258 705 
4,293 4688 153 
4,597 $S117 601 
4,602 1547 050 
4,006 4976 498 


4,610 8405 046 
4,615 1835 304 
4,619 5964 842 
4.623 8604 291 
4,628 2123 739 


4,632 5553 187 
4,036 635 
4,641 2412 083 
4,64 5841 532 
4,649 0270 080 


4,654 2700 428 
#658 6129 876 
4,662 0559 324 
667 2088 773 


4,671 6418 22 


4,675 9847 669 
4,650 3277 117 
084 6706 505 
46:9 0130 014 
4,003 3565 462 


D. 


43429 448 
43429 448 
448 
448 
449 
448 


43429 448 
445 


434129 448 
443 
448 
449 
445 


453429 448 
448 
448 
440 
445 


475429 4485 
448 
40) 
448 


448 


434129 448 
448 
449 
448 
448 


43429 448 
448 
449 
448 


445 


3420 448 
448 
449 
448 


43120 448 
448 
445 


25. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. IT. 


log. Tang. K. 


090,009 0999 0098 


9,999 9999 998 
098 


9,999 
8 


9,999 0909 098 
008 
998 


9,9099 


18) GR 
OS 


399 


9,999 9999 999 
0969 


2099 
999 


0,999 9999 


999 


9,099 9999 090 
999 
999 

099 


309 


9,999 9999 99 
on) 


448 
449 
10 448 
11,11 
12 
13 
14 
15 | 
11,16 
| 15 ag 
19 4,558 7252 567 
20 4,563 0082 016 OR 
11,21 
22 
23 
24 
25 4,584 7829 257 
11,26 1 
27 
25 448 
29 
30 
32 448 
33 440 
34 4,623 8694 202 u 448 
3) 4,623 2123 740 448 
443 
| 448 
3 
| 


«3 


} 


‚0 


Gudermann, 


log. Sof. 


4,093 3565 463 
4,697 6094 
4,712 0424 359 
4.700 3553 807 
4,710) 7283 255 


4,715 0712 704 


‚„‚19 4142 152 
‚723 7571 600 
725 0485 
32 4450 496 


4,736 7850 945 


4,741 1289 303 
4,745 4718 


4,74) SIHS 259 


4,762 8436 634 


4,767 1866 082 


4,7385 W13 323 
4.793 2442 77 


4,197 5372 219 


667 


4,Sı 2731 116 


>b4 


4.514 9500 012 


4.210 


4,510 400 


4.523 6445 


4.827 9878 356 
4.532 3307 805 

3b 6737 253 
4,541 701 


+.545 3500 149 


4.849 7025 597 
4.554 0455 046 
4,508 4094 
4.562 7313 942 
4,567 0743 
4,s71 4172 838 
4.875 7602 287 
4,880 1031 735 
4461 183 


4,55 631 


4,803 1330 079 
4,807 4749 527 
4,001 176 
4,06 16085 42% 


4,910 5037 872 


D. 


43420 4+8 
4342) 445 
445 
418 
449 


445 


43420 448 
4440 


43421 448 


43420 445 
448 
+45 
348 


445 


43129 448 
419 
443 
448 


Potenzial = Functiv ren 


log. Sin. k. 


4,003 3565 462 
4,697 6994 910 
4,702 0424 355 
4,706 3853 806 
4,710 7323 255 
4,715 0712 703 


4.710 4142 151 


4 
4.732 4430 496 
4,736 7859 044 


4,741 1259 392 
4,745 4715 84 
4,749 SL4S 238 
4,754 1577 737 
4,758 5007 185 


4,762 8436 633 
4,767 18066 081 
4,771 5205 529 
4,775 8724 978 
4,780 2154 426 


4,784 5583 874 
4,785 322 
4,793 2442 770 
4,7197 5872 219 
4,501 667 
4,86 2731 115 
4,810 6160 563 
4,814 05090 
4,510 3019 460 
4,823 6448 8 


4,827 0878 356 
4,832 3307 804 
4.836 6737 252 
4,841 0166 701 
4,845 356 149 


4,8409 7025 597 
4,854 0455 045 
4,555 3884 403 
4,862 7313 92 
4.507 0743 390 


4,871 4172 838 
4.575 7602 
4.ss0 1031 734 
4,854 4461 183 
4,888 7800 (31 


4,893 1320 079 
4.807 47409 527 
4,301 976 
4,06 16008 +24 
4,010 5037 872 


D. 


43429 448 


434209 415 
445 
440 
443 


43420 345 
445 
4440 
445 
415 


43429 445 
48 


43429 448 
LER 


453429 445 
448 
449 
445 


43429 448 
448 
448 


43320 245 
448 


45429 448 
443 
4409 
445 
445 


448 
438 
LER) 
445 


43429 445 
449) 
A143 


(Der Schlufs folgt im nächsten Hefte. ) 


Laf. 1. 


log. Tang. 


9,909 9.90 999 
9,009 0999 009 
200 
169 


9,099 999 999 
299 
999 


9,999 
99 
99 


9,999 0999 994 
uvm 


9,999 9999 999 


0,999 9999 899 


0,009 0099 909 
909 
999 


9,099 9999 999 
909 
999 


9,9099 9995 009 
9m) 


9,99 9909 999 
| 99 


D. 


Ä 11,50 
11.51 
52 
553 
34 4,723 7571 59 
58 
60 
11,6i | 
63 
64 4.754 1577 737 449 
65 4,758 5007 186 448 
| 11,66 
67 
US 4.771 5205 530 448 
| 6; 4.775 8724 978 448 
4 7S0 215% 426 449 
4,754 5553 875 43420 448 
443 
_ 448 
449 
11,76 43420 415 
77 448 
78 448 
79 448 
11,81 43420 440 
448 
33 448 
+48 
85 448 
11.56 42429 449 
837 
89 448 
00 448 
03 
94 
95 
11,96 
) 037 
98 
12.00 
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24. 
Bemarques sur un theoreme enonce par M. Fourier. 


(Par Mr. Stern, docteur en philos. a Göttingue. ) 


Louvrage precieux de Mr. Fourier intitul@ „analyse des &quations de- 
terminces” dont l’auteur, frappe par la mert, n’a pu publier que la pre- 
micre partie, est pröcede d’un exposed synoptique, dans lequel on trouve 
non seulement les propositions qui sont demontrees dans les deux pre- 
miers livres que la premiere partie contient, mais aussi celles qui devaient 
former le sujet de la seconde partie; cette partie peut done &tre en quel- 
que sorte retablie.e Dans un m@moire sur les fractions continues qui pa- 
raitra bientöt dans ce journal j'espere restituer le contenu essentiel du ein- 
quieme livre et je m’occuperai plus tard du sixieme qui contient Yappli- 
cation des series r&currentes la theorie des Cıuations. Cette application 
decouverte par D. Bernoulli a ete cultivce tour A tour par Euler, 
Lagrange et M. Legendre. Mais tous ces eflorts lont laissce fort 
imparfaite; en ellet leur methode ne fait connüitre que la plus grande et 
la plus petite des racines, du moins d’une manicre directe, et celles-ei 
seulement quand elles sont reelles. M. Fourier est all& beaucoup plus 
loin. Il annonce dans l’expose mentionnd (pag. 70. et suiv.) quü laide 
de ses theoremes on peut trouver la valeur de toutes les racines, soit 
reelles, soit imaginaires, et quainsi les rapports des series reeurrentes 
avec la theorie des &quations sont beaucoup plus etendus qu’on ne Yavait 
pense jusqu’üa present. Mais malheureusement il n’a que deux de 
ces theoremes et lun d’eux est en outre incorrect. Pour le moment je 
me contente de d@montrer ces theor&mes et de restituer Yun deux; je 
les appliquerai alors la resolution des &quations du et du degre. 

Pour traiter la chose de la maniere la plus simple, je formerai la 
serie r&currente d’apres la methode indiqude par Lagrange. 

Soit proposde l’@quation 

x” + da”" + ba”? 

Je suppose que cette dquation n’a pas de racines egales, ear si 
elle en avait, on les decouyrirait aisement par les möthodes connues. De- 
signons par 5, 4, D, X, les racines de l’&quation rangees par ordre 
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de grandeur, abstraction faite du signe. Si l’@quation a des racines ima- 
ginaires, on concoit que deux des racines imaginaires conjugees ont die 
multiplices Tune par l’autre, le produit est toujours rdel et c'est ce pro- 
duit qui, etant compar&e au carr& de chaque racines reelle, marque la 
place que doit occuper dans l’ordre des racines le couple des deux racines 
imaginaires conjugudes. 
On aura 
x” + + Ba”? .... = (rs) (2 u) 

et l’on deduira de cette @quation identique les rapports 


A = 
A, = —AA—?B, 
A, = — AA,—BA,—3(, 
en posant 
stt+u+v+t 
A . 


SL" +... 


# 


A, 

Supposons d’abord que la premiere racine est reelle. Alors les 
termes 4,, Ayo... constituent une serie r&eurrente que je designe- 
rai par ($); en divisant chaque terme par celui qui le pr@cede on ap- 
proche de plus en plus et indefiniment de la racine s, c'est la regle con- 
nue de Bernoulli. Pour trouver la valeur de la seconde racine ?, on 
prend trois termes consccutils 4,, 4,, 4,, on retranche du produit des 
extremes le carr& du terme moyen et Fon opere de la m@me manicre 
pour trois autres termes consceutißs Az, A,, ainsi de suite, 
De cette maniere on aura une nouvelle suite r@currente que je designerai 
par (S,); en divisant ehaque terme de cette suite par celui qui le precede, 
la suite de quotiens sera convergente et elle aura pour limite le produit 
des deux premieres racines. 

Car supposons que l’exposant 2 est assez grand pour que Ton ait 
a tres-peu pres 


A, 5” + 

on approche de plus en plus de la verite, en posant 

A 42 


st? + en, 


A,— 
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Ay 


Ainsi on aurä 


Antı . (Any) 
(An43)' 


(s—N, 
pt? (S— 


ou 
Anzı: An+s — (An42)? st 
+2 +—(An+3)? st, 


Antır Ant3— 
etc. 
c’est-ä-dire que les quotiens s’approcheront de plus en plus de la valeur 
st. Voilä le second theoreme de M. Fourier d@montre. 
Si au lieu de prendre trois termes consdcutifs de la serie (S), on 
en prend quatre 4,, 4, 4;, A, si du produit des deux termes extremes, 
on retranche le produit des termes moyens, on trouve 


A, . Ans Änzı SE 
etc. 

Ainsi on a une nouvelle serie (S,) dans laqueile les quotiens con- 
tinus ont encore pour limite le produit st. C'est en quoi je me trouve 
en opposition avec l'assertion reitörde de M. Fourier, car selon son pre- 
mier theoreme la limite de ces quotiens est la somme s+? des deux 
premieres racines, 

La suite des quotiens de la premiere serie ($S) cesse d’ötre con- 
vergente si la racine s est imaginaire, alors on n’aura jamais ü tres-peu pres 


I Il 


„ es", 

mais il est facile de voir que les quotiens continues des series (S,) et (S,) 
ne cessent de converger vers la limite si, parceque la somme s” +!” est 
toujours reelle, s et £ dtant des racines conjugudes. On connait done 
le produit des deux racines imaginaires, pour treuver leurs valeurs il faut 
en connaitre encore une autre fonction. On la trouve en considerant que 
le terme de la serie est = et le terme 
de la serie = s”.t"(s—t)’, d’ou il suit quwen divisant chaque terme 
de la serie (S,) par le terme correspondant de la serie (S,) on formera une 
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suite de quotiens, qui approcheront de plus en plus de la somme s +! 
des deux premieres racines. Cette somme n’est donc pas donnde par les 
quotiens d'une seule serie, mais par des quotiens tir&s des deux series dif- 
ferentes. C'est ainsi qu’on doit restituer le premier thöoreme deM. Fourier. 
Pour faire voir que ce qui precede suffit pour resoudre toutes ces 
equations du troisieme degre, je ne saurais faire mieux que de parcourir 
quelques exemples qu’ Euler a traites (Introd. in anal. inf. $.349.). 


Ex. 1. Soit proposde T’equation 
On aura 
(S=0, 4, 12, S, 40, 64, 112, 285, 480, 10%4, 2112, 3968, 8320, 
16384, 32512, 66048, 130560, 262144, 525312, 1046528 
Cette serie a des quotiens converzens. 


En s’arretant au 20°" terme, on a 


1046528 
1,992... 
525312 
en siarrctant au 19", on a 
525312 2.00% 
79777 


je prends s=?, ce qui est sa vraie valeur. 
La serie (S,) devient 
(S)= —16, — 112, 4, 66, — 1088, 354, 5888, — 29184, 64512, .... 
Les quotiens de cette serie etant divergens, il faut en conclure que les 
racines / et u sont imaginaires. Connaissant la valeur de la racine s, on 
peut trouver les valeurs des racines £ et u ü laide des @quations 
st-t+u=0(, 
stu=4, 
On parvient au m&me but en substituant dans l’equation proposee 
— au lieu de x, l’@quation se change alors en 


1. Y+r—2 = 0, 
et en designant les deux premicres racines de cette nouvelle Equation par 
2 2 
ma 
La serie (5) deduite de I’&quation (1.) sera 
(S=—1,1, 5, —7, 9, 1, —15, 33, —31, 1, 65, —177, 129, 
1, — 1255 — 1, 1025, — 2047, 2049, 1, .... 

Dailleurs on aura 
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S)=—6, —4, —136, — 192, — 624, — INS, — 016, 
— 4352, —7744, —16768, —32896, —64512, —132864, — 260608, 
— 523776, — 1052673, — 2089044, 

(5)=2, 44, 68, 9%6, 312, 464, 1008, 2176, 3872, 8384, 16448, 32256, 
66412, 130304, 261888, 526336, 1044992, 2100724, 4195338, 

On tire de cette derniere serie les valeurs approchtes 


2100224, __ 4195328 
Ye = 723009 5100234 
je prends y, =?. 
On aura en outre 
2100224 4195323 
008; 


prenant on aura 


= 1,997 


ou | 
t=—1—y—l, uU = —1+yY—l. 
Ex. 2. Soit proposde T’@quation 
aura 


(S)=4, 0, —8, 0, 64, 192, 256, 0, —512%, 

Les «quotiens de cette serie @tant divergens on pourroit en conelure que 
la premiere racine est imaginaire, mais dans ce cas il faudrait que la se«= 
rie (S,) eüt des quotiens convergens,. Cette serie sera 

$S)=—32, 64, —512, —4096, — 20480, — 131072, 
les quotiens continus sont divergens et il faut en conelure que V’equation 
proposee n’a pas une racine premiere, c’est ü dire quelle a une racine 
reelle dont le carr& est Egal au produit des deux autres racines qui sont 
imagimaires. Le dernier terme de l’@quation doit done £tre egal a la 
troisieme puissance de la racine reelle, c'est A dire qu’on aura 
et 2.u=4, diailleurs on as+i+u=4, ou t+u=?, dou il suit 

t=1l+Y—3, 
Ex. 3. Soit proposde l’&quation 


On aura 


(S)=3, 1, —3, —7, —7, 1, 17, 33, 33, 1, —63, —1?7, —127, 1, 
27, 93, 313, 1, - RI 
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S)=—10, —16, —28, —56, — 120, — 256, — 528, — 1056, — 2080, 
— 40%, — 8128, — 16256, —32640, —65536, —131328, 
(S)=—18, —28, —46, —112, —214, —528, —1072, —2112, —4128, 
— 5125, —161923,— 32512, —65408,— 131328, —262912,—525312, 
Ainsi on 


525312 
= — 


d’ou l’on deduit 
s-l+y—, t=1—y—l 
L’&quation 
donne 
On voit aiscment que le proeede suffit pour resoudre toute 
equation du quatrieme degre, car, etant donnde l’&quation 
her 
on trouve les deux premieres racines s, f, en formant les sCries (S), ($,), 
($,), et lon de@duit alors des Equations 
1) st +utv=—a, 
2) d, 
les valeurs des deux dernicres racines, si lon ne veut pas les chercher 


1 
par la voie directe en prenant x = ar et cherchant la valeur de y. Seu- 


lement si les racines extremes s et v, sont reelles et les racines /, u ima- 
ginaires, il faut cbercher la valeur de la racine s par la serie ($) et la 


. 1 . 
valeur de la racine u em substituant — au lieu de x dans l’&quation pro- 


posee, et cherchant la valeur de y, ‘on trouvera alors les valeurs des ra- 
eines / et u ü Vaide des Equations (1.) et (2.). 
Par exemple, &tant proposde l’@quation 
on aura 
(S)=1, —14, 29, 96, —34, — 503, — 347, 2083, 3838, — 5959, 
— 24782, 3548, 123957, .... 

(S)=—63, —399, — 2185, —10202, — 49444, — 241211, —1168158, 
— 5670675, — 7142541, — 130622997, — 635290056, . 
(S,) = —69, — 266, — 2308, —11323, —50414, —245363, —1207713, 
— 591751, — 2875064, —134058714, — 650910997, 

Les deux premicres racines de l’@quation sont donc imaginaires, 
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La serie (S,) donne 
635290056 
st = — 75003007 4503; 
et la serie (S,) donne 


650910997 


on aura aussi 


650910997 _ 4.0242... 


ste= 755500056 
Je prends 
st —= 4,56, 


ainsi on aura 


1.025 +V(— 18,489) 


2 


d’ailleurs on a 
1, 
= —4, 


ou 
—0,025, 
4 
uv 256° 


d'oü Ton deduit les valeurs approchdes 
97200)? 
1 
97200) ° 


1,025 18,489) 


L’&quation a done deux racines imaginaires et deux racines reelles 


dont Tune est comprise entre O et 1 et l’autre entre —I et 0. 


M. Fou- 


rier, en traitant la m&me &quation *), a trouv@ que l’une des racines est 
comprise entre —10 et —1. Mais on decouvre facilement quil s’est 
gliss@ une erreur dans le calcul, en effet la suite des signes correspon- 


dante a (—1) est 
Le 20. Aout 1832. 


*) Analyse des &quat. pag. 145. 


| = 1,025, 
| 
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Nachrichten von Büchern. 


A ufzaben- Systeme und Sammlungen aus der ebenen Geometrie, zu 
einem selbstständigen Unterricht in der Analysis, geordnet und durch 
Gesetze vorbereitet von HN. v. Holleben und I. Gerwien, Lieut. im 21sten 
und 22sten Inf. Reg. und Lehrer im Königl. Preufs. Kadetten-Korps. 1ster Theil. 
Geometrische 1ster Band. Anleitungen und Gesetze. 19; Bog. gr. 8. und 
19 Figuren - Tafeln. Preis 1 Rthlr. 10 Sgr. 2ter Band. Aufgaben. 34; Bog. gr. 8 
und 42. Steintafeln. Preis 3 Rthir. 10 Sgr. 

Das eben angeführte geometrische Werk hat eine doppelte Bestimmung. Ein- 
mal soll dasselbe als Handbuch für den Lehrer bei einein selbsiständigen Unterricht 
in der geometrischen und algebraischen Analysis dienen, und ferner hat es den Zweck, 
eine Bearbeitung der hauptsächlichsten Aufgaben-Systeme der niederen Geometrie, welche 
sich durch Kombination einer bestimmten Anzahl von Eleır.enten ergeben, darzu- 
bieten; in welcher Art beim Dreieck z.B. die folgenden Elemente benutzt worden 
sind: Seiten, Winkel, Höhen, die Seiten halbirende Transversalen, die Winkel halbi- 
rende Iransversalen, Radius des Kreises un das Dreieck, Radius des Kreises in Drei- 
eck, Summen der Seiten, Differenzen der Seiten, ‚Differenzen der Winkel. Die eine 
Bestimmung haben wir durch eine sorgfältige Auswahl des Stofls und durch wirkliche 
Ertahrungen im Unterricht zu erreichen gesucht, so dafs z. B. die hierbei so wichtige 
Anordnung des Materials in Rücksicht der Folge der Aufgaben und ihrer Vorbereitung 
durch Oerter, Daten u.s. w. im ganzen ersten Bande ein Alesuliat wiederholt in den 
Unterrichtsstunden angestellter Versuche ist. Die andere Bestimmung dagegen haben 
wir uns bemüht durch Benutzung des bekannten Materials, und vorzüglich durch eine 
Jahre lang fortgeseizte eigene Ausbildung der Systeme zu erfüllen. Einen Theil der Er- 
folge dieser vorher angegebenen Bemühungen bilden die zwei bis jetzt herausgekomıne- 
nen Bünde über die geometrische Analysis. Der erste Band (Anleitungen und Gesetze) 
ist zum Unterricht in der Stunde bestimmt, und enthält Oerter, Daten, Lehrsätze, Auf- 
gaben u. s. w., welche sich gegenseitig vorbereitend und unabhängig vom zweiten Bande 
geordnet sind. In dem zweiten Bande (Aufgaben) dagegen sind durch Zusammendrän- 
gung des Stofls mittelst eigener Zeichen u. s. w. ungefähr 2000 Dreiecks-, Vierecks-, 
BKreis- (Schneidung- und Berührung-) Linien- und Punkt-Aufgaben nebst den mit den- 
selben im Zusammenhange stehenden Gesetzen abgehandelt, von denen die leichteren 
simmtlich in Rücksicht auf den Unterricht, zur Beschäftigung des Schülers aufserhalb 
der Stunden, geordnet sind, und die schwierigeren Aufgaben, ferner einige Sätze, welche 
zu der Eigenschaft des Dreiecks gehören, dals ein bei demselben vorhandener Kreis 32 
zu demselben Dreieck gehörende Kreise berührt, und endlich die geometrische Bestim- 
nung von 21 bei einem Dreieck vorhandenen Centrallinien den Schluls dieses Bandes 
bilden. Die Lösung der in diesen beiden Bänden fehlenden Aufgaben durch die hö- 
here Geometrie oder mitlelst der algebraischen Analysis, und die Ausarbeitung der An- 
leitungen zum Unterricht in dieser Analysis sollen den ersten Bänden nachfolgen, sobald 
es die Umstände erlauben. 


Berlin, den öten October 1832. 
Gerwien. v. Holleben. 
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26. 
Memoire sur la resolution des Equations indetermindes 
a l’aide des series. 
(Par Mr. G. Libri de Florence. ) 


Introduction. 


Lies formules qui servent A r&soudre en termes finis les problömes ana- 
Iytiques sont si peu nombreuses, quil n’y aurait que des questions tres- 
simples que Pon pourrait traiter dans le calcul des series. Cependant jus- 
present on n’avait jamais tente d’appliquer ce caleul aux dquations 
inddtermindes, que Von tächait de resoudre par des transformations, en 
s’aidant des propridtds spdciales des nombres, que le genie de quelques 
grands geometres avait pu decouvrir; quoique dans le seul cas de Fana- 
Iyse indöterminde, les möthodes d’approximation fournissent des solutions 
exactes. Car comme, lorsqwil s’agit d’@quations indetermindes, les incon- 
nues doivent avoir des valeurs entieres, il est clair qu’ayant trouvd deux 
limites entre lesquelles doit &tre comprise la valeur d’une inconnue, cette 
valeur ne peut &tre que lun des nombres entiers compris entre ces deux 
limites. D’oü il rösulte qu’er egalant successivement A tous ces nombres 
entiers linconnue dont il s’agit, on pourra, par l’elimination, Öter cette in- 
connue de l’&quation proposce, qui se reduira de cette maniere A un sy- 
stöme d’dquations dans lesquelles le nombre des inconnues sera diminud 
de Punite. 

Dans ce m@moire nous appliquons le calcul des series aux “ations 
ind@termindes. Notre methode est fondde sur ce theoreme tres-simple, 
que lorsqu’on a une @quation dont chaque membre se eompose de deux 
termes, Yun desquels est un nombre entier, et Yautre est une fraetion 
moindre que Vunite, il faudra que les deux nombres entiers soient Ögaux 
entre eux, de möme que les deux fractions. rdsulte de Ja «me lorseuie 
d’une Equation indeterminde deux inconmues, on aura deduit la valenır 
d’une fonetion donnce des inconnues developpde en serie eonversente, de 


maniere qu’une partie de la serie soit une fonction entiere des inconnues 
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et lautre partie soit une fonction fractionnaire telle qu’on puisse la rendre 
plus petite que l’unit@e, en donnant aux inconnues une valeur plus grande 
que des limites donndes, il faudra que ces inconnues soient comprises entre 
ces limites, ou bien on pourra €galer a zero la partie fractionnaire, et la 
partie enticre de la serie fournira de cette maniere une nouvelle equation 
a deux inconnues qui devra exister en m&me tems que l’quation propo- 
see, et qui servira a resoudre celle-ci completement. 

Nous appliquons d’abord ces principes des @quations ind&termindes 
tres-simples, en montrant comment, par le d@eveloppement en series, on 
peut les d@composer en deux autres @quations, dont Tune en termes finis 
ne renferme que des quantites entieres. Puis nous resolvons des &qua- 
tions plus compliqudes algebriques ou transcendantes. Nous montrons en- 
suite comment l’on peut resoudre les @quations dans lesquelles il faut ex- 
traire les racines, d’un ordre quelconque, de certains polynomes donnds, 
et nous fesons voir que dans ce cas, afin que notre methode soit appli- 
cable, il faut satisfaire ü la condition que l’on puisse extraire la racine de 
lordre dont il s’agit, du terme qui contient le plus grand exposant. Enfin 
nous rösolvons l’&quation proposee par rapport a l’une des inconnues, lors- 
que cette resolution est possible, en fesant observer que dans ce cas, 
lorsque, en donnant aux inconnues ou ü Tune d’elles seulement des va- 
leurs plus grandes qu’un nombre donne, les racines deviennent imaginai- 
res, il faudra necessairement prendre pour les inconnues des valeurs moin- 
dres que ce nombre, et l’&quation proposee sera r&solue completement. 

En traitant de cette maniere les @quations indetermindes qui sont 
du second degr& par rapport des inconnues, nous montrons quel- 
les sont les conditions auxquelles on doit satisfaire afın de pouvoir resou- 
dre completement ces @quations. Nous trouvons aussi les conditions aux- 
quelles doivent satisfaire les &quations qui sont du troisieme degre par 
rapport ä lune des inconnues, afın qu’on puisse les resoudre complete- 
ment ü laide des formules qui donnent les racines des equations du troi- 
sicme degre. On pourrait faire les mömes considerations sur les &qua- 
tions qui sont du quatrieme degre par rapport a l’une des inconnues, quoie 
que dans ce cas ces recherches se compliquent beaucoup. Mais comme 
pass& le quatrieme degr& on n’a aucune methode pour trouver les racines 
des &quations algebriques, nous ne pourrions pas aller plus loin par des 
formules finies, et nous avons dü recourir aux methodes d’approximation. 
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Si Ton cherche, par le theoreme de Lagrange, l’expression en 
series des racines d’une dquation algebrique quelconque, on obtient plu- 
sieurs developpemens, parmi lesquels il faut choisir ceux qui deviennent 
convergens lorsqu’on y substitue les valeurs des coefficiens. En general 
ces developpemens contiennent des radicaux, mais quelquefois ils en sont 
delivres, selon le degr& de l’&quation proposee et le nombre des termes 
qu’elle renferme. Maintenant, si lon suppose qu'il s’agisse de r&soudre 
une &quation indeterminde a deux inconnues, il est clair que l’on pourra 
la r@esoudre, par le theor&me de Lagrange, par rapport des in- 
connues, en considerant les coefficiens comme des fonctions de lautre 
inconnue. Alors lorsque la serie sera convergente, et que l’on pourra 
faire disparaitre les irrationnels quelle contiendra, on obtiendra une &qua- 
tion composee d’une partie entiere et d’une partie fractionnaire; et si l’on 
rend celle-ci plus petite que lunit@ (en donnant ä linconnue quelle ren- 
ferme une valeur plus grande qu'une limite donnee), on aura une nou- 
velle Equation qui devra subsister en m@me tems que l’@quation proposce, 
ou bien il faudra donner ü lune des inconnues une valeur moindre que 
la limite dont on vient de parler: et dans les deux cas l’@quation pro- 
posce sera resolue completement, 


En traitant de cette maniere les @quations qui sont du second ou du 
troisieme degr@ par rapport a l’une des inconnues, nous retrouvons les con- 
ditions que nous avons dejü obtenues en consid@rant la forme des racines; 
et m&me nous trouvons de nouveaux cas de solution. Enfin nous mon- 
trons de quelle maniere on peut resoudre les quations plus gen@rales, 
et nous exposons quelques artifices analytiques qui peuvent servir ü la 
resolution de plusieurs @equations indetermindes, 


Lorsque la serie dont on doit faire usage pour avoir la valeur de 
la racine cherchee contient des quantites irrationnelles, notre methode 
exige pour applicable, que l’on puisse resoudre une nouvelle @quation 
indeterminee avant d’obtenir la resolution de l’equation proposee; mais 
lorsque Virrationnalit@ ne se montre pas, il suffira d’obtenir une serie con- 
vergente qui fournira la resolution complete du probleme; et il faut re- 
mar«quer que les conditions qui doivent &tre satislaites dans tous les cas, 
afın de resoudre par cette methode les dquations indeterminces ä deux 
inconnues, ne regardent que les termes qui dans chaque coefficient de l'in- 
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connue, par rapport ü laquelle on a r&solu l’&quation, renferment les plus 
grandes puissances de la variable. 

En general au lieu de chercher le developpement en series d’une 
racine de l’Cquation proposde, on pourra chercher une fonction queleonque 
des inconnues, et si la suite que l’on obtient de cette maniere peut deve- 
nir convergente, on aura r&solu completement l’&quation proposde. 

La methode que nous exposons dans ce m&moire sert ä trouver la 
resolution d’un infinit@E d’@quations indetermindes de tous les degrds, que 
l'on ne saurait r&esoudre d’aucune maniere par les prineipes connus. On 
peut aussi l’appliquer aux @quations contenant un plus grand nombre d’in- 
connues, en les r@solvant successivement par rapport ü toutes les incon- 
nues apres l’autre, 


Analyse 


Etant donnde l’equation 

dans laquelle # et B sont deux nombres entiers, et & et ß sont deux 
quantitds positives quelconques (en observant qu’on peut toujours les 
rendre positives) plus petites que l’unite, il est elair que l’on aura 

Am=B 

resulte de la que si d’une @quation deux inconnues P(x,y)=0, on 
peut tirer, d’une maniere quelconque, une @quation de la forme (61.), on 
pourra determiner, par l’&limination entre les deux dquations 

A=B, 
les valeurs de x et de y. En general etant propose de resoudre en nom- 
bres entiers l’@quation inconnues 

(2,9, 2,)....etc) = 0, 
si Pon en peut d@duire, par des operations quelconques, les n dquations 

dans lesquelles les quantites 
sont des nombres entiers, et les quantites 

sont des fractions positives (ce qu’on peut toujours supposer), plus petites 
que l'unite, on trouvera les quations 
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An=B,; 
qui &tant combindes avec l’&quation 
2% etc.) = 0, 
donneront, apres F’elimination, une &quation qui ne contiendra plus que 
n— m 

Nous repeterons ici Ja remarque que nous avons dejä faite prdel- 
demment, que si par un procede quelconque, on est parvenu ü tirer de 
l’equation 

une valeur approchde d de x telle, que l’on sache seulement que la valeur 
de ö doit ätre toujours comprise entre M et IV, on trouvera la valeur 
exacte de x en l’@galant successivement ä tous les nombres entiers com- 
pris entre M et N. 
Maintenant soit propose de r&soudre en nombres entiers I’@quation 


_ 


on fera d’abord 
—=X,, tb, 2” —=X,, 
et en general X, representera un polynome en x du degre r ä coefficiens 
rationnels: par cons&quent il s’agira de resoudre en nombres entiers P’Äquation 
An 
dans laquelle nous distinguerons trois cas diff@rens, selon que Yon aura 
m>n, m=n, m<n. 
Soit n>n; on poura determiner facilement un nombre entier Z 


An ‚ 

la valeur etant 
une quantit& quelconque reelle et positive) on ait toujours (abstraction 
faite des signes) X„>X,; on pourra de m&me determiner une seconde 


limite inferieure Z, telle que si fait x L,—e, on ait encore X„>Ä, ; 


tel qu’en substituant pour x dans la fraction 


et comme si l’&quation proposde est r&soluble il faudra que la fraction — 


soit un nombre entier, on ne pourra donner ä x que les valeurs suivantes 

de sorte qu’en @liminant x successivement entre l’@quation proposce et 

P’une des &quations precedentes, on aura un nombre L+-1—L, d’&qua- 

tions en y, dont les racines entieres, s’il en existe, fourniront toutes les 

solutions de l’@quation proposce. 
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BR m=n, on divisera X, par X, et on obtiendra un quo- 


Am 
tient = " plus un reste qui sera de la forme y_, en indiquant toujours 


par X un polynome en x du degr@ m—1 ü coefficiens rationnels. 
Maintenant on aura, lorsque za=m, 


et partant 


il resulte qu’en fesant y—a„=xz, on devra resoudre en nombres 
entiers l’equation 
n 
dont nous savons dejüa trouver toutes les solutions enticres. 

Lorsque 2>m, on fera n=m-+p, et en effectwant la division 
on trouvera l’@quation 


dans laquelle les coefficiens 4, A,, .... A,, sont des rationnels, 


et X,_, est un polynome en x du degre m—1 a coefficiens rationnels. 
A present si l’on reduit tous les coeflieiens de cette &quation au denomi- 
nateur commun D, on aura 


Dy= +40 


rn 


[4 
et par consequent 


Dy— + A + 4,) en, 


et comme le premier membre de cette @quation est un nombre entier, si 
on l’egale a z, on devra resoudre l’@quation 
Am-ı 
An 
dont nous savons deja trouver toutes les solutions enticres. 
A laide de l’equation 
Ar 
b+b,2 +b,20°...+ 


ou peut resoudre lautre plus generale 


Ar 
P(a2,y) = x,’ 


en indiquant par ® (x, y) une fonction rationnelle et entiere des nombres 


>18 
An 
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entiers x et y; car puisque le premier membre de cette &quation est un 
nombre entier, on pourra trouver toutes les valeurs de x qui rendent en- 
tier le second membre, et comme le nombre des valeurs enticres qne 
peut prendre le second membre est toujours limit@, si on les represente 
par ©,, 2... d,, on aura les @quations 


qui devront exister en tems que l’equation 
A, 


X,’ 
et qui serviront, par l’@limination, ä trouver toutes le solutions de celle-ci. 
L’Equation, que nous venons de traiter en renferme un grand nom- 
bre d’autres plus-g&nerales. Ainsi par exemple dtant propose de rdsoudre 
en nombres entiers l’eqnation 
dans laquelle F, F,, f fi, expriment de fonetions entieres et rationnelles, 
on fera d’abord 
F(x) = = F,(y) = Y,, 
en exprimant toujours par X, et X, des polynomes en x, entiers et ra- 
tionnels des degres n et m, et par Y, et Y, des polynomes en y, entiers 
et rationnels des degres p et 9, et l!on aura 
Sa) An Fly) 
d’ou l’on deduira une diuation de la forme 
et par consdquent on pourra trouver pour x et y, des limites telles, quen 
prenant pour ces inconnues des valeurs hors de ces limites, on ait toujours, 
apres avoir reduit tous les coefficiens fractionnaires au denomina- 
teur D, l’equation 
DX,„ = DY, 


qui etant combinde avec l’&quation proposee fournira toutes les valeurs 
des inconnues, qui ne sont pas comprises entre les limites dont on vient 
de parler; et comme les valeurs comprises entre ces limites peuvent se 
determiner separdment avec facilit@, on aura toutes les solutions enticres 
de l’&quation proposdce. Dans l’analyse preeddente nous avons suppose 
n>m;, mais si lon ayait n=m, ou n<m, on renverserait la fraction, 
et l’on aurait 
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Am _ 
et en general il serait facıle de resoudre cette equation dans tous les cas. 
Soient A,, A, X,, X,, des polynomes quelconques en x entiers, 
des degres 2, m, r, p, et supposons que Von ait 7>r, n>m; si lon 
doit toutes les solutions entieres de l’equation 


62. U. 1--4, +4, (2 


dans laquelle la valeur du rapport Z— ne peut jamais surpasser une limite 


L, on poussera la serie jusqu’au (en prenant pour le plus 
petit nombre entier qui satisfait a Vindgalit@ +» >rt-+n, laquelle sera 
toujours possible puisque p>r) et on aura, apres avoir effectud les divi- 
sions et apres avoir multipliC par le denominateur commun D, une equa- 
tion de la forme 


dans laguelle la fraction ae = reprösente une serie convergente, dont la 


valeur pourra se reduire aussi petite que Ton voudra, en donnant A x des 
valeurs qui ne soient pas comprises entre deux limites 7, Z,, que Ton de- 
torminera aiscment. On voit par lü que F’@quation proposde sera rdsolue 
completement, par les principes que nous avons exposds pr&cddemment, 
quelle que soit la nature de la fonction, algebrique ou transcendante, qui 
. 

est exprimde par le second membre de l’equation (62.). 

Soit propose maintenant de r@soudre en nombres entiers l’@quation 
on rin d’abord multiplier tous ses termes par 4”, et en fesant ensuite 


on aura 


=) 


t77 =); 


Ac a (i etc.) = (1 + — ete.), 
et cette Cquation etant traitde de la m&me maniere que l’e&quation (62.), 
nous conduira nÖcessairement a la resolution de l’&quation proposde, puis- 
ie les series qu'elles contient sont toujours convergentes, lorsqu’ on donne 
Ar et y des valeurs plus grandes que des quantites donnees, 


| 
| et partant 
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Si l’on exprime en g@ncral (comme on fait dans le me- 
moire pr&c@dent) par F,(x, y), un polynome homogene et entier en x et 
y, du desre on pourra rÖsoudre aussi l’@quation 

car en extrayant Ja racine 2", en aura 


ou bien 


n a” n 


et il faudra faire usage de la premiere ou de la seconde serie, selon que 
l’on aura >y, ou y>x; et dans les deux cas on pourra determiner 
deux limites de x et y, telles qu’en prenant pour ces inconnues des nom- 
bres entiers hors de ces limites, on ait l’equation 
qui deyra exister en mÖöme tems que l’equation proposee, dont on pourra, 
de cette maniere, trouver toutes les solutions entiöres. 
On peut rösoudre par les mömes principes l’equation 


y= 
y- =: 


az" a"... + etc, 
d’ou Fon deduira une @quation de la 


Am 


qui servira trouver toutes les solutions de l’equation proposce, 
L’@quation 
V (ar 0) 
peut se resoudre aussi en observant que l’on a 
(X, )” 
et il est clair que l’on pourra r&soudre de la möme manicre les &quations 
de la forme 


(1+ 4% + ete.), 


pourvu que l'on ait s>?, et que le rappport de deux coefficiens consc- 
Crelle’s Journal d. M. Ba. IX. Hit. 4. 41 
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cutifs quelconques, de la serie comprise dans le second membre, ne puisse 
jamais devenir infini. 
L’&quation (63.) renferme la suivante 
qui sert trouver la r&solution complete, en nombres entiers, de l’equation 
lorsque 2r>r-+ m, et lorsque ?r etant moindre que 2+ m on peut 
faire en nombres entiers — En effet, en resolvant 
quation (64.) par rapport ü x, on trouve 
et puisque le premier membre de cette @quation est un nombre entier, 
le second devra lötre aussi, et il faudra resoudre en nombres entiers 
l’equation 
(ey — Hay" +by" "esse (iy” = 2°, 
ce qu’on pourra toujours faire par notre methode lorsque on aura Ir>n-+ın, 
et lorsque on aura Ir<n-+m et Il faut observer 
ici que puisque de l’equation 
0, 


on deduit 
+B= +y(B—4A0,, 


la resolution (64.) derive, dans le cas de 2r>nr- m, de la forme des 
racines des @quations du second degre qui admettent sous le radical le 
coeffieient B eleve au carre, sans qu'il soit ndcessaire de satisfaire a au- 
cune autre condition; tandis que dans Tautre cas il faut satislaire en nom- 
bres entiers aux @quations m+n=%s. Lorswe Ir<n+tm, 
et que le produit z@ est positif, on pourra toujours avoir toutes les solu- 
tions positives de l’equation (64.); tandis qui si le produit 7a est negatif, 
on pourra avoir toutes les solutions nÖgatives de la m@me @quation. Mais 
si lon atr<n+m, m-+-n=?%s, et que le produit soit positif, on 
pourra resoudre completement l’@quation (64.). Et lon voit que toutes 
les conditions precedentes ne regardent que les termes qui, dans les coef- 
fiiens des diverses puissances de x comprises dans l’@quation (64.), con- 
tiennent les plus grandes puissances de y. 

Soit proposd maintenant de resoudre en nombres entiers !’@quation 
du troisieme degre üa deux inconnues 


& 
3 
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pay" 
si lon cherche les trois racines de l’equation (65.), on aura par les for- 
mules connues 


et si suppose que l’on ait faite des 

on pourra developper en scrie le radical 


duns laquelle on a 
4 
Y 


par les puissances ascendantes de et l'ou obtiendra la serie convergente 
- 


(Y,.) 


/N\ 


qui, Etant substitudce dans la formule 


2 4(Y,)? (Y.)’/J? 
donnera 


et l’on voit que si Ton peut satisfaire ü l’equation = u’, en nombres 


rationnels, et ü l’equation r— m = 35 en nombres entiers, on pourra 


traire la racine eubique de la quantite —-; de meme si Ton substitue la 


m 


yaleur du radical 


+55): 


3 
(Ya) 


41 * 


dans la formule 
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on trouvera 


et si l’on pourra faire 
Y 


il est clair que l’on pourra extraire la racine cubique de la quantite 


et lon voit que Ion trouvera les m&@mes conditions que nous avons dejä 


obtenues, c’est A dire l’equation — = u‘, qui deyra ötre resoluble en nom- 


bres rationnels, et l’&quation r—m=3s que l’on devra resoudre en nom- 
bres entiers. 

rÖsulte de lanalyse prec@dente, que lorsqu’en donnant y des 
valeurs qui ne sont pas comprises entre deux limites donndes L et L,, 
on peut satisfaire (abstraction faite des signes) a jindgalite 

> 


il sera toujours possible de trouver toutes les solutions entieres de l’&qua- 


tion (65.), si lon peut rdsoudre T’&quation — en nombres rationnels, 
et P’&quation r—m=3s, en nombres entiers. En effet les valeurs de y 


qui ne se trouveront pas parmi les nombres entiers compris entre L et 
L, , fourniront une @quation de la forme 


= Ay +By 


dans laquell yourra röduire la fracetion i 
ans laquelle on pourra reduire la fraction — (qui est une fonction de 


y) aussi petite que l’on voudra, en prenant pour y des nombres entiers 
qui ne se trouvent pas compris entre deux nouvelles limites 2, 2, ; et par- 
tant il faudra donner ü y des valeurs enticres comprises entre ces limites 
ou bien Fon aura l’&quation 

Dx = Ay’+By....+6, 
qui devra exister en m&me tems que l’@quation (65.); et dans les deux 
cas on pourra trouver toutes les solutions enticres de l’&quation proposde, 
par la methode que nous avons exposee prec@demment. 
| Si en donnant ä y des valeurs non comprises entre deux limites 
finies 2 et /,, Von avait (abstraction faite des signes) 
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Y, (Ym)- 

"m 

on trouverait aisöment (par une analyse semblable ü celle dont nous ve- 
nons de faire usage) que pour resoudre completement dans ce cas par 
notre methode Yequation (65.), il faudrait pouvoir resoudre T’&quation 


„= u?, ennombres rationnels, et l’@quation z—r—=2s, en nombres entiers. 


On pourrait appliquer les m&mes princeipes aux &quations qui sont 
du quatrieme degr@ par rapport ü lune des inconnues; mais dans ce cas les 
caleuls qu’il faudrait effeetuer deviendraient tres-longs, et d’ailleurs passc 
le quatrieme degre Ton se trouverait arr@t& par limpossibilit@ de resoudre 
les quations algebriques des degrds superieurs. Nous allons reprendre 
maintenant cette theorie dans toute sa generalite, A Vaide du theordme 
de Lagrange qui sert ä exprimer en siries les racines des dquations 
algebriques, et nous exposerons avec plus de detail ce que nous avons ' 
peine indiqu@ dans lanalyse pr&ceddente. 

Etant proposde l’@quation 

66. a— br —=0, 
on sait, par le thdor&me deLagrange, que lorsqu’on a (abstraction faite 
des signes) 


une des racines de cette Me sera exprimde par la serie convergente 
et les autres n—1 racines seront donndes par la serie convergente 


a na? (n—1)2na? 


dans laquelle il faut substituer pour r successivement les n—i racines 
de T’&quation 


b 


— 


Lorsqu’on a (abstraction faite des signes) 
ca”! (n — 1)" 
„> 
les n racines de I’&quation proposee seront exprimedes par la serie con«- 
vergente 


| 3on)b?r? 


| 
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dans laquelle il faudra substituer pour 7 successivement les z racines de 


l’equatiou 
[9 
Il rösulte de lä, que lorsque (abstraction faite des signes) lon a 
ca”! _(n— 
br» 3 


I öquation (66.) aura autant de racines reelles quil y en a dans les deux 


equations 
bz— =0, ce"! —b=0, 
et que lorsque (abstraction faite des signes) on a 
(n — 1,” 
b" > 
‚I y aura autant de racines rcelles qu'il y en a dans l’öquation 
Maintenant si l’on suppose 


(2, Y, Ctant trois quantites positives) et si prend pour un nom- 
bre impair queleconque, on aura les deux @quations 
dont la premiere aura toutes ses racines imaginaires, tandis que la seconde 
naura quume seule racine reelle; et par consdquent V’@quation 
70. 
(dans laquelle ß, Y, sont trois quantit@es positives) aura toujours une 
seule racine rcelle, quelle que soit la valeur des coefliciens &, ß, Y. 
A present si dans l’equation (70.) on fait, par exemple, 
(?, 7, £, Ctant trois quantitds positives) on aura, apıcs les substitutions, 
et par suite (abstraction faite des signes) la quantite 
(n—1)"—* 
sera plus grande ou plus petite que ——;—, selon le rapport de m an. 
Soit am>?n, alors on pourra trouver deux limites Z et Z, de y 
telles qu’en prenant pour y des nombres entiers quelconques qui ne solent 
pas compris entre ces limites, on ait toujours (abstraction faite des signes) 
22, (n — 
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Lorsque cette inegalit& est satisfaite, pour trouver toutes les valeurs 

de x qui rdsolvent T’equation (71.), il faudra faire usage des deux scries 
(67.), (68.); et em substitwant dans la premiere de ces series les valeurs 


= — g, b=—ß= —ry""—s, e=y=1l, 
on aura 
73 ( p yr +7 ) y — r "Mın—a 
0 = \ mol In—3 
(—py""—gq) 
+ 2 .3 (—r s) in .... etc. 


Mais comme par hypothöse lon a mn>?Xn, ou bien m>N?, e 
que ehaque terme de la serie prdecÖdente peut se reduire aussi petit que 
on voudra en donnant a y des valeurs entieres qui ne soient pas compri- 
ses entre deux limites ZA, Z,, facilement assignables, on aura toujours 
(lorsque y west pas compris entre ces limites) er; equation de la forme 


Nx = Ay 


dans laquelle IV, #, B, C, sont des nombres entiers, et —- . est une fraction 
| ö, 


plus petite que d’oü Von deduira l’equation 
Ne= 

qui devra exister en möme tems «que lequation (71.), et qui servira ü 
trouver toutes les valeurs de y non comprises entre les limites Z, Z.; 
mais comme dailleurs les valeurs de y comprises entre ces limites peu- 
vent se trouver separdment, lequation (71.) sera resolue completement 
quant a la serie (67.); et si lon suppose que les coefliciens de l’equation 
(71.) restent toujours positifs, quelle que soit la valeur de y, il est clair 
que l’eguation (71) ne fournira quiune seule racine reelle pour x, qui sera 
reprösentee par l’&quation (73.); ainsi dans ce cas l’dquation (71.) sera 
resolue complötement, pourvu que Vindgalit@ (72.) soit satisfaite. 

Si les coefficiens de l’&quation (71.) ne sont positifs, que pour 
des valeurs de y comprises entre les limites Z, L,, on pourra, par l'ana- 
Iyse pröcedente trouver toutes les solutions de cette @quation qui cor- 
respondent ü des valeurs entieres de y comprises entre Z et L.. 

Il est clair que si l’&quation 

py” +9 = 
est r&soluble par la m@thode que nous venons d’exposer, on pourra resou- 
dre aussi l’equation plus gencrale 
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Jans laquelle les coefüciens 

sont des nombres rationnels queleonques. En eflet lon pourra toujours, 
dans chaque coefficient de x, rendre le terme qui contient la puissance 
la plus clevece de y plus grand que la somme de tous les autres, et alors 
ies eonditions d’inegalit@ ne porteront que sur les termes qui contiennent 
ces plus grandes puissances; et comme les autres conditions ne regardent 
que ces termes, il en resulte que si l’&quation (71.) est r&soluble, I’&qua- 
tion (74.) sera resoluble aussi. 


Si au lieu de l’öquation (74.), on voulait r&soudre en nombres en- 
tiers l’equation plus gencrale 
dans laquelle les coefficiens e, %, sont positifs, il suffirait d’avoir m>>p, 
pour en obtenir toutes les solutions entiecres, ou du moins toutes les so- 
lutions enticres positives, par notre methode. 


En general etant proposce V’&quation coefficiens rationnels 
on pourra, par la methode que nous avons exposee, trouver toutes ses 
solutions entieres pourvu que le produit e/ reste toujours positif et que 


l’on ait (abstraction faite des signes) 
< (m —1) 
Ainsi par exemple on pourra toujours trouver toutes les solutions entieres 
de Pequation 


pourvu que le produit Zr soit positif. 
Lorsque dans l’equation (70.) le coefficient 3 est negatif, l’equation 
aura deux racines rcelles, et alors si la condition 
(n— 1)" 
est satisfaite (abstraction faite des signes) outre la serie (67.), il faudra 
considÖrer la serie (68.), qui fournira deux nouvelles racines reelles de 
’equation (70.), en y substituant les valeurs des coefficiens. Mais afın que 
notre methode puisse s’appliquer ä la serie (68.), il faudra que l’on ait 
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car alors l’@quation 
0, 
donnera les deux valeurs reelles 
z= 
et ces deux valeurs etant combindes avec la scrie (68.), fourniront toutes 
les solutions entieres de l’equation proposee. 
Si l’on a, dans l’&quation 
(abstraction faite des signes) 
ca”! (n 1)" 
n" 
on ne pourra plus faire usage des deux series (67.) et (68.) pour obtenir 
les valeurs de x, car dans ce cas ces deux series deviendraient divergen- 


tes: alors il faudra recourir A la serie (69.) qui renferme le radical 


(= ‚ et il est clair que F’equation proposce aura une ou deux racines 
rcelles selon que le nombre z sera impair ou pair; en observant cepen- 
dant que lorsque 2 sera pair, et que la fraction — sera positive, T’equa- 
tion a—bx+cx"=0, n’aura aucune racine reelle, tant que linegalite 
prec&dente sera satisfaite. 

Maintenant si l’on suppose que les coeliiciens a, e seient des 


fonctions de y, il faudra, pour appliquer les prineipes que nous avons ex- 
poscs prec&demment, que ait toujours 


(n — 1)" 
et ensuite 


car alors on trouvera 


n 


| — 
= gy”" + + 1y”.... tete, 
et en substituant cette valeur dans la serie (69.), on parviendra aisöment 
ä la resolution complete en nombres entiers de l’&quation proposce, 
En general Etant proposee V’&quation deux inconnues 
25, + [re 0, 


— 
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on pourra toujours la r&esoudre completement en nombres entiers dans les 
cas suivans. 
1°. Lorsque n etant un nombre impair, et les deux termes @y”, 
ey’, ayant le möme signe, on peut trouver deux limites finies Z, Z, , tel- 
les, qu’en prenant pour y des valeurs entieres qui ne soient pas compri- 
ses entre ces limites, on ait toujours (abstraction faite des signes) 
6. 


ey. n" 

2°. L’equation (75.) sera resolue eompletement lorsque (n &tant 

un nombre entier queleonque, et linegalite (76.) &tant satisfaite, mais les 
deux termes ay”, ey’, m'ayant pas le m&me signe) on pourra resoudre 


l’equation — = en nembres rationnels, et l’equation r— m=(n—1)z, 
en nombres entiers. 

3”. L’equation (75.) pourra resolue completement en nom- 
bres entiers, (quels que soient les signes des termes ay”, ey’,) lorsqu'il 
sera possible de trouver deux limites finies Z, Z,, telles qu’en prenant 
pour y des valeurs entieres non comprises entre ces limites, on ait toujours 


n rn n 
e"y n 


k . 
et que l’on pourra resoudre V’equation — =u", ea nombres rationnels, et 


l’equation p—m=nz, en nombres entiers. 

4°. Lorsque Finegalite (77.) etant toujours satisfaite, l’exposant 
sera un nombre pair, et les deux termes Ay’, ay”, aurent des signes 
diff£rens, on 'pourra trouver toutes les solutions enticres de T’equation (75.). 

Il faut observer iei que souvent les conditions pr@eedentes ne sont 
satisfaites, dans l’equation (75.), qu’entre des limites donnees des incon- 
nues; alors au lieu de trouver toutes les solutions entieres de l’@quation 
proposce, on aura seulement, par notre methode, les solutions comprises 
entre deux limites connues, Ainsi, par exemple, quelquefois on trouvera 
toutes les solutions positives de l’@quation (75.), sans que l’on puisse ob- 
tenir les solutions negatives. 

Si dans l’&quation (75.) on fat z=?, et si lon suppose que lin- 
egalitd (76.), qui dans le cas actuel se reduit a celle ci 

soit toujours satisfaite en donnant ü y des valeurs non comprises entre 
deux limites finies Z, Z,, il est elair que l'on pourra resoudre complete- 
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ment l’@quation proposce ü laide des deux series (67.) et (68.), car la seconde 
n’aura, dans le cas de 2==?, qu’une seule valeur qui sera toujours rationnelle, 
Lorsque l’on a, au contraire (abstraction faite des signes) 
en donnant ä y des valeurs quelconques non comprises entre deux limites 
finies /, 2,, il faudra faire usage de la serie (69.), et afın quelle ne contienme 


aucun terme irrationnel, on devra pouvoir resoudre l’@quation 


nombres rationnels, et V’&quation p—m =2s, en nombres entiers. Il est 
clair que ces deux dquations se r@duisent aux deux suivantes ak 
p+m=?2t, qui sont celles que nous avons deja obtenues. 

Les deux dquations prec@dentes doivent r&solubles dans le cas 
que le terme «ak y”*? soit positif, mais lorsqwil est negatif, et que l’on a 

Yaky"r ey”, 

la serie (69.) aura deux valeurs imaginaires; et partant les valeurs de x 
qui correspondent ü des valeurs de y non comprises entre des limites 
finies Z, Z,, seront toujours jmaginaires; mais comme les vwaleurs entic- 
»es de y comprises entre ces limites, se determinent aisement, on aura 
resolu completement Vequation proposee, sans quiil soit necessaire de satis- 
faire aux deux conditions que nous avons trouvces prec@demment. 

Soit maintenant 3 dans l’equation (75.), et supposons que Vin- 
egalit& (76.) soit satisfaite, dans le cas actuel elle se reduira A lTautre 

ak? + 
37) 

et il faudra faire usage des deux series (67.) et (68.), pour obtenir les va- 
leurs entieres de x qui r@solvent l’equation proposce. A present si dans la 
serie (67.), on substitue les valeurs des coefficiens de Y’equation (75.), on 
aura une serie convergente qui fournira, ä laide de notre methode, tou- 
tes les solutions entigres de V’equation (75.) qui correspondent ü lune des 
formes des racines. Pour obtenir toutes les autres solutions entieres, il 
faut considerer les valeurs de x fournies par la scrie (68.); et comme 


celle-ci, lorsque 2=2, contient le radical (2) qui, pour l’equation (75.), 
se transforme dans l’autre 
78. (— + + 
il faudra, pour y appliquer notre methode, que l’on ait P&quation — — — 2, 


a 
42 * 
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en nombres rationnels, et lequation —m=?2s, en nombres entiers, et 
l'on voit que dans ce cas V’@quation (75.) sera r&solue completement. Mais 
si la quantit@ comprise entre les erochets dans le radical (78.) demeure 
tojours nÖgative, pour des valeurs quelconques de y non comprises entre 
deux limites finies Z, Z,, il est clair que le radical (78.) deviendra ima- 
ginaire dans les mömes circonstances; alors la serie (68.) ne donnera que 
des valeurs imaginaires de x, excepte Pour des valeurs enticres de y com- 
prises entre les limites Z, Z,, valeurs que l’on considerera separdment. 
Ainsi dans ce cas l’&quation (75.) sera r&solue completement ä l’aide de 
la serie (67.), pourvu que lVinegalite 

soit satisfaite, et sans qu'il soit n@cessaire de verifier aucune autre condition. 

Si l’on avait au contraire 
key”, 


il faudrait recourir a la serie (69.), et comme celle-ci contient le radical 
I 


3 
() qui, pour Pequation (75.), devient 


( 


on devra, afıin que notre methode soit applicable, pouvoir resoudre l’@quation 


en nombres rationnels, et l’equation py—m=3s, en nombres 


.—u, 
anters; et si ces deux conditions sont satisfaites, I’@quation (75.) sera re- 
solue completement. 

L’analyse pr&c@dente montre qu’en appliquant la serie de Lagrange 
aux Equations indeterminees qui sont du second ou du troisicme degre par 
rapport a Tune des inconnues, on rencontre les mömes conditions que la 
forme des racines nous avait fait decouvrir, et que m@me l’on trouve de 
nouveaux cas de solution. En appliquant notre methode aux &quations 
des degres superieurs, on trouve la resolution complete d’un grand nom- 
bre d’“quations indetermiuces, qu’on m’aurait pu traiter d’aucune maniere 
par les methodes connues. 

Si au lieu de l'öquation (66.) on avait l’autre 

a—bx"” + 0, 


on sait que la serie (67.) contiendrait le radical (=) „et alors sı a, b,e, 
etaient des fonctions de y, la premiere serie aussi fournirait deux dqua- 
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tions de condition de la forme 


—-=u", p—-rz=zms, 


dont la premiere devrait @tre r&esoluble en nombres rationnels, et la se- 
conde en nombres entiers; et il est clair que ces @quations deviennent 
identiques dans le cas de m =1. 

En general &tant propose de r&esoudre en nombres entiers l’&ıqua- 
tion a deux inconnues 

cr... =0, 

dans laquelle les coeffhiciens @, b, €, „... d, sont des polynomes en y en- 
tiers et rationnels, ü coefliciens rationnels, on r@duira d’abord tous ces 
coefliciens au denominateur commun, et puis on les multipliera par ce de- 
nominateur pour les rendre tous entiers; ensuite on cherchera par le theo- 
rcme de Lagrange les diverses series qui representent les z valeurs de 
x, et lon trouvera toutes les conditions auxquelles doivent satisfaire les 
termes qui dans les coefhiciens @, d, €, „... d, contiennent les plus gran- 
des puissances de y, que Fequation proposde soit resoluble par notre 
methode, en observant que lorsque ces conditions, qui regardent les ter- 
mes contenant les plus grandes puissances de y, seront satisfaites dans 
une “quation donnde, on pourra changer d’une maniere queleonque les 
autres termes, qui ne contiennent pas les plus grandes puissances de y, 
et toutes les &quations que Ton obtiendra de cette manicre seront toujours 


resolubles. 


Pour resoudre en nombres entiers l’@quation 
=0, 

(dans laquelle F(x,y) exprime une fonction quelconque enticre et ration- 
nelles des inconnues x et y, a coefficiens rationnels) il peut @tre utile de 
considerer quelques puissances de l’une des inconnues comme des cocl- 
fieiens algebriques; de cette maniere on reduit Vequation proposce A une 
| aufre plus simple, et lorsqu’en resolvant cette nouvelle &quation par la 
| serie de Lagrange, notre methode est encore applicable, on obtiendra 

la resolution complete de l’equation proposee. On pourrait aussi dans 

plusievrs cas resoudre completement de la m&me maniere des “quations 

contenant trois ou un plus grand nombre d’inconnues; mais ces recher- 

ches exigeraient de trop longs developpemens, et ne sauraient trouver 

place | 


334 26. Libri, memoire sur la resolution des dquations indeterm. ü Vaide des series. 


En general au lien de chercher par le th&or&eme de Lagrange 
lexpression en serie des racines de l’@quation proposde, ont peut cher- 
cher le developpement d’une fonction quelconque des inconnues, Ainsi, 
par exemple, etant propose de en nombres entiers l’&quation 
deux inconnues 

y)=0, 

si Von peut trouver une fonction entiere F(x, y) des m@mes inconnues 
telle, qu’ctant developpee par les puissances descendantes d’une autre 
fonction enticre f(x, y) de cette maniere 

B B 

F(x,y)=B+ Ga, ....+ etc, 
le rapport de deux coefficiens consecutifs demeure toujours positif, et ne 
puisse jamais atteindre une limite entiere A, on trouvera 2B pour la 
limite de F{x, y), lorsqu’on donnera A Ja fonction f(x, Y), une valeur 
egale ou plus grande que 24; alors en Eliminant une des inconnues en- 
l’Cquation 


y )=6, 
et quelconque des suivantes 
(x, y)=1Ü, F(x, y)=2, oo 
ou bien entre la dquation 
y)=d, 
et des suivantes 
on aura un nombre 2(4-+ B) d’e@quations ü une seule inconnue, dont les 
racines entieres exprimeront toutes les solutions entieres de l’equation 
y)=0. 
Nous avons suppos@e que tous les coefficiens B, B, ER 
A . . . . 
avaient le möme signe; mais s’ils avaient des signes alternatifs, en fesant 
Sy) on waurait plus Fla,y)<2B. Cependant en fesant 
fia,y)>-{P, la valeur de Z{w,y) serait toujours comprise entre B et 
B—1, et lon serait assurd quwil faudrait avoir en m&me tems 
Fa,y=P, 


y)—=0, 
devrait exister en m&me tems que Pune des suivantes 


et l’equation proposce serait resolue completement. 


ou bien l’&quation 
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L’esprit de la methode que nous avons exposde dans ce memoire 
consiste en ceci, qu'’etant propose de r&esoudre en nombres entiers l’equa- 
tion a deux inconnues 

F(x,y) 
on deyra chercher une fonction entiere des inconnues f(x, y), telle que 
lon ait T’&quation 


9. 


dans laquelie y) est aussi une fonction entiere de x et y, 
sont deux fonctions des m@mes inconnues, telles qu’en prenant en meme 
tems (abstraction faite des signes) pour x des valeurs entieres non com- 
prises entre les deux limites finies +ZL et —Z, et pour y des valeurs 
entieres non comprises entre les deux limites fnies -ZL et —/Z,, on 
ait toujours (abstraction faite des signes) < l, 

Maintenant il est clair qu’en prenant en m&me tems pour x des 
valeurs non comprises entre +Z et —ZL, et pour y des valeurs non com- 
prises entre +Z, et —Z,, T’equation (79,) se reduira A lautre 

9. 

qui devra exister en meme tems que T’equation F(x,y)=0, et qui don- 
nera, par l’@limination, toutes les solutions de l’@quation proposce, non 
comprises en tems entre les limites trouvees pree@demment. Mais 
si les deux inconnues x et y, n’etaient pas comprises a la fois entre ces 
limites, l’equation (80.) n’aurait plus lieu; cependant alors comme l’on 
devrait avoir (abstraction faite des signes) e<+_L, ou on 
poserait les @quations 

ou bien les aufres 

y=-0, y=t#1, .... y=+L—1), 
et ou pourrait @liminer une inconnue entre queleonque de ces &qua- 
tions, et 


Fa,y)=0, 
qui serait de cette maniere resolue completement, puisqu’ayant trouve d’a- 


bord les valeurs entieres de x non comprises entre les limites —L et 
+L, et les valeurs entieres de y non comprises entre les limites — ZL, 
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et +ZL,, et puis les solutions comprises entre ces limites, on aura tou- 
tes les solutions entiöres possibles de l’@quation proposce. 


Les möthodes que nous avons exposdes dans le me&@moire prece- 
dent et dans celui-ci, contiennent les premiers @lemens d’une theorie ge- 
n@rale sur la r&solution complete des &quations indetermindes qui ont un 
nombre fini de solutions entieres. Cette theorie presente de grandes dif- 
ficult@s lorsqu’on veut l’appliquer aux cas particuliers, et demande des re- 
cherches fort laborieuses qui ne sauraient trouver place ici, mais que nous 
esperons pouvoir exposer dans une autre circonstance. 
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27, 


De resolutione algebraica aequationis X” sive de 
divisione circuli per bisectionem angulı septies repetitam 


in partes 257 inter se aequales commentatio coronata. 
(Cont. Diss. Vol. IX. Fasc. 1., 2. et 3.) 
(‚Auct. Richelot, Doct. phil. Regiom. ) 


AI. 


Transeamus ad hoc ultimum negotium, nimirum ad valores func- 
tionum f ex functionibus F determinandos. Aumerus funetionum f est 
= 125, inter quas una est determinata semper eadem: 

Po + Pı + Pe + etc. + Por Jusm = —|. 
Jam vero ad ceteras 177 determinandas functiones f, inter cas ipsas 
hanc aequationem generalem constare, elarum est: 
si 1oco ipsius F’R* signum hoc introducitur brevitatis causa. Ibi pro 
x sensim numeris 1, ?, 4, 8, 16, 32, 64, 125 substitutis, oriuntur hae 
ac quationes: 
His vero aequationibus adhibitis fit 


Quae aequatio eentisimi vigesimi octavı ordinis totidem secwn fert valores 


26. 


quantitatis determinandae tales: 
z, zR, zB, 
si z est una positiva realis radix aequationis (27.), sive: 
128 
y(F®, 


Sed functionem f, 125 valoribus diversis uti debere, ex initio articuli huius 
facile intelligitur. Ibi invenitur: 
ubi quantitates 
Pos pr, eu = 133), 3], etc. 
adhuc in 128 suppositionibus stare potuerunt, prout Äuit: 
Crelle's Journal d. M. Bd. IX. Hit. 4. 45 


338 12, Richelot, de resolutione algebraica aequationis X” — 1, 


00857 vel = 008.— tisin etc. 
2567 . 2567 
vel = c08 557 + !sin » 


quippe quorum 125 valorum, @ indeterminatum quemlibet habente, etiam 
quinam 125 suorum valorum functioni f, tribuatur, prorsus arbitrio nostro 
permitti posse, concluditur. 

Ponamus igitur ,—=z. Inde derivantur, aequationibus (26.) 
rursus adhibitis, nec non theorematibus (6.) et (7.) revocatis: 


128 


DT, 


2 


| 


22 


Se zu va‘ 257), 
98 F, 16 32 
4 
2 
5 
32 


Yıs= = 


ubi siıgnum radicale v a semper unam realem positivam radicem aequatio- 
nis X" = sigmificat. 
Üt ceterae 120 funetiones adhuc indeterminatae, definiantur,primum 
earum numerus quam minimus reddatur. Quam ob rem theoremate (19.) 
iam colligitur, nonnisi funetiones usque ad remanere determinandas. 
In aequationibus (28.), prima excepta, Zt! Joco ipsius /? posito, 


invenimus has: 
J2(27+1) 


/ 
2(n+1) 
Functione igitur determinata, omnes functionum formae „Fine 


ulla ambiguitate inde derivantur. Itaque reduetus est numerus determinan- 
darum functionum ad 31; nempe remanserunt functiones 


determinandae. 
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Hao vero funetiones, Tieet eadem ratione ac f, determinabiles, tamen 
non eidem arbitrio subiici possunut. 

Ex aequatione (27.) enim quidem deduci potest, ubique AR”+' pro 
fi posito, haec: 


Tamen inter 125 valores functienis far, Pine ortos, is est eligendus, 


qui cum suppositione antea de /., facta eongruat; arbitrium enim inter 
valores functionum f, a quantitate 7 dependens, ea nune tali posita, qua- 
lis conditioni fı = satisfaciat, prorsus tollitur. Ad aliud igitur hie con- 
Zuit, artilicum novum, nunc exponendum. 

Determinentur enim functionum fiss potestates, ad- 
hibitis solis aequationibus (28.) et (19.). Exempli causa in aequat. (28.) 


pro A, posito, habemus respective 
12/245 
24 257 Fıs 
Inde derivatur: 
Für 
Similiter fiunt 
Js 


his theorematibus coniunetis cum prima aequationum (28.) stevantur 
hae «quantitates: 


(AL) 
. 
16 16 
(> 
“4 
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Jam si theorema (16.), unde aequationes F,=F,, 
sequuntur, adhibeamus nec non in universum per va, Yb, b 


d, unam realem positivram radicem respective aequationum: 
significemus, omnes igitur radices respective per 
32 8 4 3 
i 2 


exprimamus, ubi e, unus est numerorum 0, 1, 3, 2....31, 


- - - 
- - = 4 
- - 53 

m, - - 0,1, 


hae derivantur aequationes: 


FRF,F,, 
3. — ve 
34. = Rem, 


Ex quinque ultimis aequationibus, alias veras derivarı ubique in functioni- 
bus f et #, A”+ pro A positis, ex utriusque functionis natura elucet. 
Nullo modo vero potestas illa ipsius /? eidem substitutioni subitcitur, quippe 
qua substitutione proprie in aequationibus (29.) introducenda, ad novas 
aequationes puras ordinum 32, 16, 8, 4, 2 respective inter quarum ra- 
dices verae sunt eligendae, venimus. 

Hanc ob rem numeri Monty 
numeros &,, Z,, #,, 722,, in ae«uationibus (30.), (31.), (32.), (33.), (34.) 
1?! loco ipsius / posito, fieri ponamus, prorsus segregato calculo deter- 


minandı videntur. 
Iam vero inter aequationes, hac substitutione ortas, eas quibus ad 


sequentia utamur, proponamus, 
Primum ex aequatione (34.) invenimus, si 42 +1<{ 064 est, 16 ae- 


quationes huius formae:. 
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San+ı) 64m 
sıve qua 
et F, 63(4n++) Fa (in+1) 


= Ja 


nec non 


esse per se clarum est: 


Ex aequatione (33.) invenimus, pro substituto, ubi < 
sıt, quia rursus = nec non Sa = ponere licet, 
otto aequationes huius formae: 
2 
Ex aequatione (32.), pro respective A", A" positis hae aequationes 
oriuntur: 


Ex aequatione (31.), pro /?, A posito, haee oritur: 


Loco ipsarum functionum f hanc formam: (257) (cos» -F sin») intro- 
ducere licere, clarum est, unde ex theorem. 19. sequitur haec aeatio: 
39. 360’ — 9... 
Itaque in omnibus his expressionibus (28.), (30.), (31), 62.) (33.). (3#.), 
(35.), (36.), (37.), (38.) reducantur formae «uantitatum per angu- 
los w, 2 et expressae; nec non anguli 7, A, attrahantur. Oxi- 
bus factis, nanciscimur adhibitis aequat. (59.), (22.), (23.), (24.), (25.) 
has aequationes: 
ex aequat. (28.) 


328, 
64 
169,484, 449, 429,49, 


32 
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de resolutione algebraica aequationis X’ 


| 


| 


89, 
16 
44, 
8 
20. 
4 


32 


3 


ex aequat. (31.) 


49,+20, +9, +49, —)7 


16 


16 


+ 


8 


aequat. (32.) et (37.): 

+ 2, — = 2 + 30 16 


ex aequat. (33.) et (56.) 


(2) - - + /, „eh, 
dj 


7 
| 
| 
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Aequatio vero (35.) theoremate (24.) determinatur, unde sequitur: 


In 
et 
In ceteris vero aequationibus nunc allatis, si substituantur valores angulo- 
rum 7, A, 2, facillime eliciuntur valores numerorum e, 7, m. 


Inde etiam elarum fit, angulos 9, , %, A, & non tam striete fuisse compu- 
tandos, adeo suflecisse in quonam quadranto sint anguli #, determinare. 


Invenimus vero hac in via progredientes, has aequationes: 


—— 


— 146° 27 30,37, 


II. +w, —w; 
235. 3 


1. 


54° 9° 49%, 61. 


27 29 $.— 29 
19 25° 54,35, 


4 


| 


| 


390 53° 54,24, 


310° 137,07. 
23 ,+%,, | 37 
— 110° 53° 45,41, 
— 1730 55° g4, 
2 +7 


91° 38° 37,43, 
@, ,—%,, 


= 31° 39° 54,08. 


+7, , 4-49, — 39, 37 
4 
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— 348° 317 77,48, 
%, 


151° 47° 49074, 

34° 35° 31%, 74. 


xIiV, rt 7 1a 32 


— 118° 47° 30,09. 


+%, —d,, 
5 2 


| 


| 


XV —w; 


1399 57° 41,59. 


Ir In 


| 


| 
<p 
+4 + 


[27 
r OFT 37 


st 


I 
>] 


Ad quas aequationes triginta et unam adiiciamus adhuc has, «quae ex an- 
tecedentibus, theoremate (14.) adhibito facillime derivarı possunt: 


| 
| 
— 
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XLVII. ws = — XLVIX. = 

Lil. = — 95 LIE. wo. = 205 — Is. 

LVI. = 20; — LX. = 

LVIX. 20, = LXNML. = 
Habemus igitur sexaginta et tres aequationes, in quibus determinandae sunt 


quantitates, anguli autem 9. mec non angulus quan- 
titates cognitae sunt, ita ut illae inde possint determinari. Adhuc vero 
adiiciendum est, ones illos angulos » ipsos ex aequationibus propositis 
prodire posse ullo coeliiciente carentes, unde fit, ut angulus quisque » sine 
ulla ambiguitate nonnisi uno positivo valore gaudeat. 

Quos valores ita invenimus, 


Habemus: 


quo valore in aequat. XXXIIL. usque ad XXXVII, adhibito, fiunt: 
— 169,+89,+49, 429,49: — 214° 34° 36,45, 


32 
| == 176° 2% 15,67, 
— 147° 3% 59,19, 
— 1930 3° 45,94, 
| — 46° 47° 17,40, 
0, 


hisque valoribus in aequationibus I., II., IV., VIII, XVI. substitutis inde 


emergunt hi valores: 
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unde ex aequationibus XXXVIL, XXXIX., XL., XL]. sequuntur: 


— 241° 5° 58,20, 
— 331° 11° 18%, 21, 
— 146° 16° 28,54, 


ex aequat. XLV., XLVL, XLVIL: 


4%, — 29 3 ‘ - 
4 — 2 — 


314° 29° 13%, 25. 


Valore anguli @, supposito, atque in aequationibus XXXIL usque ad 
XXXVII. substituto inde sensim sensimque emergunt: 
quibus valoribus in aequat.1., II., IV., VIU., XVI. substitutis proveniunt 
Unde ex aequationibus XXXVIL, XXXIX., XL., XLI., XLV., XLVL, 
XXVil., LIV., LV. et LAIll, sequuntur: 

ex valoribus w, et w„ et aequat. XV. et XXL, XXX, et LXII.: 

eX w, et aequat. VI., XIV., XXIX, sequuntur: 

unde per aequat. XLVII., XLXIX., XXVII, et LX., XX., LVI. 
et XXl.: 


| 
| | 
| 
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Ex et aequat, XlL., XXV., XXXJL, LVL, XXIV. Huunt: 
Ex et aequat. VII. tum vero LIl., XXIT., LVM. Auunt: 
Ex et aequat. Ill., XLIL, XLUL, XLIV,. et XXI, Auunt: 
w, et aequat. V., IX., LX1., XiX. deducuntur: 
Ex w,;, et aequat. L., LI., LV1ll., XXVI. sequuntur: 
Valores vero ipsi angulorum w hi sunt: 
Angulus: w,=0. 


Anpulus: = 47' 17,40. 


Aneuli formae: 


— 147° 3% 59%,19, 


.— 


— 314 29° 13",95, 


S 


+7 — 54’ 49", 7 


Anguli formae: 2441) 


SH, —4%, 56‘ 16‘',48, 


16 

= = 265° 207 47,34, 


16 


44 * 
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16 


Anguli formae: 


16 +8 er — 241° 98,20, 


_ 169, —89,,—44,,— 29,4 — 39° 45° 230,68, 


32 


169,,—89,,— 40, 0° 48° 28", 91, 


215) 


39 


= == 266° 77° 9,72, 


= + = 307 43° 45,27. 
Anguli formae: 
329, 416. 9,489, +49, 139° 36° 39,09, 
329,—169,- 20,8, — 195° 27 27,64, 


64 
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323, — 183° 15° 6,96, 
64 


+ 3279 8,76, 


— 64 8 


= 64 Tg 18° 47,45, 


9 + + + + + — 30,10, 
329, — 169, — 80,449, 6n 


9 18 16 32 + — 144° 07,45, 
= +7 =%9 4% 53,00, 


329 49, ‚29 ,+%;: 137 


+ — 356° 25,63, 
49,429, — 389 317 597,85, 
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394,,4169,,— 89,449, — 6n 


= — 256° 14° 10",89, 


329,,+168, 8. 9 
.t 64 24 30 29° : ‚03, 


? 169, 8 12 4 22 33 
329,,4169, —88, —49, | 12 
16, +88, +49, |, 8a 
+ 2 + + + — 313 0‘ 24", 


Priusquam angulos » relinguamus, haud erit inutile generalem eo- 
rum formam aflerre, quae et valoribus nune expositis, et ex theoremati- 
bus (28.) et deduci potest. 

Inde enim sequuntur, eadem signifieatione signi radiealis ac antea 


adhibita hae aeaqmationes: 


Yantı) F? 16 78 2 


— \ — R Y(antı) 25 y 


27. Richelot, de resolutione a’zehraica aeqwalionis ef, >51 


ubi numerus infeger y alhue determinetur necesse est, inter numeros 


4 6, etc. IS, 
Hinc dedieuntsir hae generales iormae angulorum w: 


21) 64 64 
40 = 16 16 
Hy Y(?r+1) ‚st 


ubique multiplis ipsius Ir omissis. 
Quas formas in tribus et sexaginta angulis allatis reperinms, simu- 
lac revocemus theoremata de angulis $: (22.) et (23.): 
multiplis ipsius 7 desumtis. 
Jam inde elarum fit, in antecedentibus nonnisi numeros y esse (de- 


terminatos, ita ut haec tabula valorum ipsius yo.41,, ad angulos » ipsos 
cognoscendos, suficiat: 


Yı= %, 64, Yız 3, 
UM, Yı =120, Yız104, B, 
Y, = 44 Ya, = 4S Yı= = 
Ya 45, 16, 80, 
Yız 2, Yy=120, 72, 
Y;=104, 72, Yız 8, 5, 
Ys= 64, %, Q, Ya %, 


qui numeris In formulis substituti, ibi ubique introduetis acıua- 
tionibus = veros angulorum valores ex angulıs 
I, usque ad 9; compositos efficiunt. 


(Quae omnia cum ita sint, quomolo anguli » adhibeantur, ut osten- 
datur restat. Quem ad finem in iis aequationibus, quas in articulo IX. 
attulimus 72 = 125, ponentes, nec non loco quantitatum: 


352 27, Richelot, de resolutione algebraica aequationis X” 


introducentes, habemus: 


= + Pı Pr + P3 R® etc, + 


etc. 


„= +7, R” + etc. + 
etc. 
fs = mt +7: etc. + 
Iutroducamus in sequentibus brevitatis causa hoc signum: 
Quo adhibito, theorematibusque idoneis de quantitatibus AR, R’, etc. 
revocatis, facile derivantur hae ae«quationes: 
= +[2,3°]} = 27128,1], 


atque in universum: 
32) — [125, 
= tpıtps + ete. 
=4 [251] +123,3’)+ [2,3°] + etc. + [2,37 [64,1], 


atque in universum: 


f.) = 4[64,3"], 
— S(pt+ps + etc. +9,20) 
= 173,3) +ete = 8[32, 1], 
alque: 
f,) = 8(32,3”), 
316) (S) = -F Pa: Pot Pın) 
= 16 [3,1] +13 3"J + et = 16[16, 1], 
atque: 


(Ref) = 16[16,3”], 
= (Pot Pa +? 
+13 7337 = 32[8,1], 


atque: 
= 32[8,3”], 
(f) 64 Pos) 
642,1] = 644,1], 


atque: 


| 


27. Richelot, de resolutione algebraica aequationis X’ —41, 353 


(R”f,) = 6414,37], 
(f) = = = 128.208 
atque: 


257 
In quibus aequationibus si valores quantitatum f et potestatum ipsius /7, 


per angulos expressi, introducantur, agregataque inde orta computentur, 
nanciseimur : 


(957 
32,1] = —1-+Y (257) ) 
] 
—1-- 
[4, 1] 64 
\ 128 5 
ubi rursus haec signihcatio adlubita est generalis: 
q 


KEadem signifieatione utentes habemus has formulas generales: 


2. [188,3] = 


2 
—1+V (2357 
44. 2,3] = 
—1+Y (257 cos (0, + 
45. [16,3] = 
—1+YV (257) +22°° cos + 
46. [8,3] 
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im so 


ubi signa superiora , ii r est numerus par, inferiora, si 2 est impar, quia 
lie =-+y(257), hie =—'y (257) esse constat, ponantur. 


Ut cognoscamus, quanam radice aequationis —_—7=9% =r sup- 
posita, quantitates [125,1], [64,1] ete. [2,1] valeant, ultima formularum (41.) 


computetur necesse est. 
Tam vero facile invenimus: 
U0,684698. 
=—0,974123, =—0,831708. 


=—0,843558, =  0,576209, =—0,096325, 
0,700748, 

0,640719,  0,875145. 

=—0,52338, =— 0,4832), 0,3302, 
0,73504, 0,0440, c08 =—V,06071, 
= 0,283253, =— 0,8500, =  0,54066, 
cosw, =  0,59457, cosw = V,46756, 
0,99990, = 0,96760, = 0,76878, 
= 0,79707. 

cosw; —=— 0,45412, =—0,17236, c08 = —0,00498, 
COS = 0,78 224, COS — _0,98944, COS W»; = 
cosw, =  0,15+75, 0,68209, 08 = — 
cos cos = — 0,97895 = 0,57048, 
cos = 0,9504, cosw, 0,04159, =— 0,0557 
c08 =—0,S1752, cosw- = 0,34695, COS = -— 0,99433, 


cosw; = L,S4664, cos = — 0,9057). 


27. Hichelot, de resolutione algebraica aequationis AP’ —1. 3 


ir 


Quorum cosinuum summa est = N,97671. Unde sequitur: 


Ope vero logarithmorum sinuum et cosinuum tabula invenitur: 


0,503044 2 cos 26°, 8,87 = ? cos 46.22 


257/ 


Unde sequitur radicem esse: 


6 . 46.2 
46. 


co 587 


Si vero signa (2,), (4,), (S,) etc. in articulis primis adhibita pro 


radıce aequations =0, - 5: 7 valere, in articulo 
VI. inventum esse revocemus, tabula secunda apte adhibita naneiseimur: 
1,3"), 
== (4,46) == (4,35) = (4,3®), 
[8,1] = (8,46) = (8,35) = (8,3%), 
49. [16,1] = (16,46) = (15,35) = (16,3), 
[323,1] = (32,46) = (323,81) = (32, 3°), 
[54,1] = (64,46) = (64,1), 
=(i2S,1), 


quae aenationes etiam comprobantur 


computatione, Inde vero prodeunt 
has acquationes: 


(16,57) = (16,349) = (16,3) — 7, 


(32,3”) (32,3%) 
(64, 3) = 3”); 

(128,3”) = 1128, 3”]. 

Itaque in formulis (48.), (47.), (46.), (45.), (#4.), (43.), (42.) tive 


positon=?+x =4+r =44r = =N+r 
hac generales proveniunt formulae: 


32,3) = 132,3, 


—1+YV (857 
50. (138,3*) = 
(x) 
+200s(o,,+ 


27, Richelot, de resolutione elgebraica aegqualionis X" 


[1422000 (o,, 


—1+Y (257) [1 +22 cos (w, 
53, (16, 16 
—1 + 2215) cos 
(2.37) 32 
| 4, 
56. (2,3”) 


superiori signo Fursus pro numero pari x, inferiore pro impare x valente. 
Inde haee totius problematis Auit solutio: 


„Si quaeritur formula quantitatem 2008 sive (?,f) exprimens; ex 
„tabula quarta facillime quaeratur is index 7 quantitatis p sive ea po- 
„testas r radieis primitivae 5, quae ad Z pertinet, qua loco ipsius x 
formula (56.) substituta invenitur: 


| cos )+ + + etc. 


c08 (u, —— — )+ eos — | + etc. 
64 6+ 
31 52-7) 
„ubi anguli » valorıbus antea expositis utuntur. Sin quantitates (4, 2), 
(0,7), (16,2), (2,8), (64,2), (125,2) quaerantur, substituatur nume- 
„rus idem 7 in formulis (55.), (5#.), (33.), (52.), (51.), (50.), loco 
„numeri x unde prodeunt hae formulae: 
2(52-+7) 7 
f cos +cos[», + 39 + etc. 
15 
(+, )= 64 —iry 257 


356 
| 
| 
15(52-+8) 


27, Richelot, de resolutione algebraica aeguationis X’ 1, 357 


‘ 
( (+! + \| 
/ 
ALr; 
| (aut + cos(w, + | | 


1 
IS, = —l+y (25 


„in quibus omnibus formulis signum superius pro formae 2%, in- 
„ferius pro formae 274 -+1 valet.’ 


denique exemplo omnia illustremus, penamus 1, Numae- 
rus sad ?=1 pertinens e tabula quarta invenitue = 0, quo valore in 
formula (57.) substituto, invenimus: 


27, Richelot, de resolutione algebraica aequationis A’ —=1. 


2 z 
256 = —1+ (257) X 
15: 7 117 


+ 
© 
-r 


> 

| 

S 

[27 

m 
[77 


4 
A 
+ 
o 
oO 
+- 
7 
- =) 
© 
72 
+ 
+ 
= 


+c0s(o,,+ 
| + 7) + ed cosl + =)) 


+) 
+ + 2 ( 
„— + cos(o,,— =)) (cos 7)) | 


Ouia vero anguli w ex angulis $ componuntur, quippe qui bisectione 
peripheriae septies repetita construi possunt, jam etiam anguli 


357 
structionem, ad bisectionem circuli septies repetitam reductam esse, clarum est. 

Haecce fuerunt quae de problemate proposito scribenda mihi vide- 


bautur. 


Scripsi Regiomonti, nonis Decembribus 1830. 


358 
| 137 /n st ( ( 
157 In ( zu 
37 Os \ 
| | 
| 


28. Ramus, remarques sur Ülquation g(fx) = yx 359 


28. 
dfx 


Piemarques sur l’equation ®(fx) = 


(Par Mr. Ramus & Copenhague.) 


Dans le 1” cah. du 7” vol. de ce journal Mr. le Dr. Hill a propos‘ 
le problöme de trouver la fonction liece par V’equation 
dfx 

= 
a la fonction donnee f. La solution, qui en est donnde par Mr. Th. 
Clausen dans le #"* cah. du m&me vol., ne me semble pas ötre exacte. 
En eflet il pose fer =Yxr+ ce qui donne, la substitution etant faite 
dans l’&quation donnde, 


pr dx 


d’ou il veut conclure 
f 
= 
Cest ce qui n’est pas admissible, la fonetion en general n’etant pas la 
meme pour [=Y, [=Y et ensorte quil n’est pas permis 
dw'x 


. et au lieu de Pr 


de poser au de — 


Aussi lequation n'est autre chose «que 
la formule fondamentale de la multiplication, d’ou il auroit dü suivre, que 
(fx) seroit toujours afa, et seroit ax, resultat evidemment errone. 
Gependant Mr. Clausen donne la solution suivante: 


= 


dx 


eontraire au rösultat precedent, mais pas moins inexacte. En effet, en la 

combinant avec Tequation proposce, on trouve Pr—=r, ce qui donne 
dfxz 

partant dou sut [fe = cas special et le 


seul ou la solution dont il s’agit peut ötre juste, 

Le problöme de Mr. Hill ne peut pas ätre complettement resolu 
par les forces actuelles de lanalyse; c'est ce qui sera sans doute eyident 
par les recherches suivantes. 


360 28. Rainus, remarques sur Üequation pfa)=gx 


—— 


dx 


L’Öquation donnde peut @erite en cette forme: 
1 dxz __ dfx 
ge 
'ou suit, en posaı — 
2. HL, 
© &tant la constante arbitraire. En suivant la methode de Laplace pour 
Vint“gration des dquations aux differences variables, je pose 


ce qui donne 


3. Fu: Urrı 
En changeant successivement en s+1, z-+?2, s+3 on trouve 
fu — 


@tant la fonction f repetce fois. En posant s=0 etn=:z, ona 
4. fw=u,, 
ce qui est Vint@grale complette de l’@quation (3.), z, &tant la constante 
arbitraire. Si pour plus de simplieite on £erit F(z) au lieu de f’(w,), on a 
z=F,(u)=F(«), 
tant la fonetion inverse de Cela on peut facilement integrer 
lequation (2.), puisque en fesant 


U. = Y:; 
vl) 
on trOouVe 
— Yırı + 


dont lintegrale est 
y.=Y— Uz 
(en negligeant la fonetion arbitraire periodique = (cos? 7, sin?zr) quil 
est permis d’y ajouter). La valeur de x, donnde par l’&quation (5.), 
“tant substituge dans cette integrale, on trouve 
6b. = 


ou 
d: 
ce qui donne par la differentiation 
1 1 


F' (x) designant le coefhieient diffErentiel de F, (x). Enfin la solution pre- 
sentee sous la forme la plus simple sera 


d » 
25. Ramus, remarques sur Udquation = 361 


a etant une constante arbitraire, dont l’dquation proposde elle mon- 
tre lexistence, cette dquation r&stant la si au lieu de ® on eerit 

La solution precddente est tres facile dans le cas 
quation (4.) devient 

ce qui donne 
ogp 

1 


logp.logx.x 


(&) 


Ainsi la fonction cherchee est 


Dx = 
En effet cette fonction rend evidemment l’equation iden- 
tique. Il est seulement ä remarquer, que dans le cas special p—=1 la 
fonction ® reste tout-ü-fait arbitraire, l’Öquation proposce Ctant identique 
en elle möme. 
Le cas f£=cx donne facilement par la methode exposce 
d.cx 


a = = 
et en y posant 


, conform@ment ä la solution par- 
ticuliere de Mr. Clausen. 

En general on peut exprimer la fonction 7, (x) au moyen de /(r) 
par la formule d’inversion de Laplace sous la forme d’une serie infinie ou par 
sasomme exprimde par Parseval, sous la forme d’int@grale definie; mais 
tout cela ne serait qu'un symbole, dans lequel la fonction cherchee ® seroit 
generalement aussi cachee que dans l’“quation proposee elle- m@me, ensorte 
qwelle reste gen@ralement irr@ductible ü des fonctions connues. Ainsi dans 
lexemple particulier de fr on est port& la transcendante 


inconnue a°“ , dont il a die question dans le 2. vol. de ce journal pag. 99. 


Crelte's BJ. IX. HR. 4. 46 


36H, 2). Gudermann, Potenzial- Funcionen Lauf. Lil. 


29. 
Potenzial- oder eyklisch-hyperbolische Functionen. 
(Von Hrn, Prof. Gudermann zu Cleve.) 


(Schlufs der Abhandlung No. 1., 14. und 28. im VI., No.9. und 21. im VII., No. 6., 17. und 22. im 
VL, No.4., 16. und 23. im IX. Bande.) 


Ill. 


Tabelle der Länge-Zahlen der Kreisbogen, welche grölser 
als 88 Centesimal-Grade sind, von Minute zu Minute, 
mit eilf Decimalziffern. 


Bei der Berechnung dieser Tabelle ist ein Fehler gefunden worden, 
welcher sich sowohl in den Tafeln von Gallet, als auch in dem Zhesau- 
rus logarithmorum completus von Vega vorfindet. Es ist nemlich der 
natürliche Logarithme der Zahl 1099 nieht = 7,0021 (1595 4403 6213. .., 
sondern = 7,0021 5595 

Da dieser Fehler nirgend meines Wissens angezeigt worden ist 
so bringe ich ihn hiermit zur Kenntnils, damit er verbessert werde, 


’ 


Der Verfasser. 


Anmerkung. Das Argument % und das Argument v sind in Minuten auszdrückte 
Winkel, welche sich zur Summe 10000 Minuten ergänzen. Die in der Tabelle 
vorkommenden Logarithnen von v sind natürliche. Die Grölse k-+losv ist 
deswegen sammt ihren Differenzen in der Tabelle aufgeführt, weil die zweiten 
Differenzen dieses Ausdrucks für eine Zunahme von k und also eine Abnahme 
von v um eine Minute nur langsam variiren. Diese Eigenschaft erleichtert die 
Interpolation; aus der Grölse von Ek--logv findet sich dann leicht die Grölse 
des eingeschalteten UA, 


29. 


2,358 8609 7801 
2,359 6996 1201 
2,360 5389 3744 
2,361 3789 5547 
2,361 7196 6726 
2,363 7398 


2,363 9031 7682 
2,364 7459 7693 
2,365 5894 7 
2,366 4336 737 

727 


2,367 2785 


1241 7378 
2,308 9704 
‚369 5174 8602 

370 6652 
2,371 5136 2178 


2,372 3627 5073 
2125 8385 
2,374 0631 3736 
2,374 0143 0747 


‚375 7063 7039 


376 61% 


5730 


472+ 5046 


DD 


ww 


15 3265 7807 
79 1514 1437 


2,350 0309 6959 


2,354 80932 4496 
7502 4172 
2.352 6079 6109 
; 4664 0433 
2,354 3255 7268 
2,355 1854 6735 
2,350 0460 8063 
2,356 4054 
2,387 


2,358 6323 3477 


2,339 458 
2,3%) 3601 5925 
2,391 2251 7362 
2,392 


2,392 


2 
9574 1297 


2,393 4050 
2,394 6026 0833 
5 5613 1773 


4307 


7 3009 6640 


2,398 1719 0827 
„3009 0435 90683 
2,309 9160 3354 
2,400 7892 1957 
2,401 6631 5626 


+log.v. 
0,443 0378 1379 


0,443 9427 06704 
0477 1612 
0526 
0570 


9,443 9674 7077 
9723 


9773 


2313 
4307 


555 


0322 


9,448 
9,448 
9,449 0018 8123 
0067 8037 
VL1G 7535 


9920 7047 


9909 7795 


09,449 0165 6617 
0214 5253 
3553 
0312 


8785 


0,449 0409 575 
0455 
85533 
0555 4255 


9517 


0,149 0652 4535 
0700 9037 
0744 3125 
0797 6793 
0047 


9,449 0804 2385 
0942 5307 
7313 
1035 


1057 0077 


0,449 1135 
1183 1177 
1231 1103 
1279 0613 
1326 9707 


0535 


9,449 1374 
1422 6646 
1470 4492 
1518 1022 
1565 8036 


9,449 1613 5534 


1661 1715 
1705 7480 


756 2829 


1803 7762 


49 
49 
49 
49 


47 
47 
47 


£ 


4908 
44011 
474 
3658 
3242 


2526 
2410 
1904 
1578 
1102 


0746 


9.0330 
0014 
0408 
9082 


Ss666 


; 8250 


7+18 


S 6553 


3750 


5334 


4502 
40-6 


2422 


1590 


117% 
0758 


; 0342 


9026 
9510 


8078 


8262 
7846 
7430 
701% 
6598 


6181 
5765 
9349 
4953 


1 
100 
99 


93 
97 
36 


95 
94 


95 
92 
8) 
SS 
57 
56 
5) 


ww 


in? 


50 


er) 
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2,401 6631 5627 
2,402 5378 4495 
2,403 4132 8603 
2,404 28504 5353 
2,405 1564 30607 


2,406 0441 4559 


2,406 9226 1431 
2,407 4266 
2.48 68515 3229 
2,400 5625 8453 
2,410 4441 0074 


2,411 3203 
2,412 200+ 3042 
2,413 0032 4660 
2.413 9775 3216 
2,414 831 8346 


2,415 7403 


2.41 63062 


1686 
1873 
2,417 5235 9544 
2,418 4123 4838 


2,419 3015 7892 


2,220 1915 SS46 
2,421 0823 7338 
2,421 9739 5008 
2.422 S603 0495 


2,423 7594 4439 


2,424 6533 6980 
2,425 5480 8200 
2,426 4435 8418 


7094 


5939 


2,429 1348 3579 
2,430 0335 0665 
2,430 9329 7340 
2,431 8332 3746 


2.432 7343 0029 


2,433 6261 
2,434 5388 
2,435 4422 9575 
2,436 3405 
2,437 2510 4641 


6332 


27 


2,438 1575 3221 
2,4309 0642 20696 
2,439 9717 3212 
2.440 8800 4913 
2,441 7950 


2.442 6091 2471 
2,443 6005 3623 
2,444 5214 6556 
2,435 4335 6119 
2,346 3170 8362 


k + los. 
9,449 1803 7702 


9,449 185112279 


1305 6380 
111) 3334 


204) 6157 


9,449 2087 
2155 


2182 


824 
0645 
2250 
3439 
2275 4212 


0,440 2323 4569 
2370 4510 


2117 3035 
3144 
2511 1837 
0,13 2558 0114 
2504 7975 
651 5420 


2449 


0440 


1043 
2884 
2931 1364 


2977 


9,449 3024 0025 

3070 37 

3110 7 
162 


3209: 


9,449 3255 4410 
3301 6036 
3347 7240 
3303 8040 


34139 8413 


‚8380 


3531 7926 


9,449 3715 


3352 
3597 0335 


9,449 3943 5154 
3989 0548 


4051 5527 
4125 4249 


4) 


r 


2021 
1605 
1150 
0773 


0357 


0525 
9109 
81117 


7445 
7029 


6198 


+535 


41253 


3708 


3293 
2378 
2463 
2042 


1210 


1378 


> 002 


0546 


30 


5 5509 


5314 
4079 


5 45604 
5 4149 


wr 


S 


mu 335 
00 50 474517 50 
02 52 47 30855 45 
03 47300 47 
04 40 47 2853 4 
05 33355 49 39 47 20437 45 
06 40 56 4; 44 
07 49 57 47 45 
03 409 55 47 42 
09 49 47 
11 20 61 3°) 
12 4 62 46 38 
13 63 u 37 
15 4 65 
17 4 67 u 
23 54053 97 
>: 
96 48 
27 45 40 
29 45 3254 | 2,427 21 
30 43 2533 | SO 2,425 2360 
69 81 46 16236 49 
32 4 S2 40 u 18 
33 45 6; 46 17 
36 s6 040 14 
37 47 63 87 45 
35 » 62 85 3577 756 458716 42 
39 47 Gi 89 3623 5771 45830 44 
60 90 3609 W7TL 45 785 40 
al 47 99 45 7470 09 
42 47 58 92 3760 945 45 7055 08 
453 47 57 93 38% 6482 45.0039 07 
44 47 50 94 45 0224 06 
4A) 2.50 47 55 05 05 
47 BE 53 97 45 03 
43 52 98 | 02 
49 1 5i 90) 4 
50 100 00 


2,446 3470 8362 


2,347 2528 
2,448 1750 9075 
2,449 0016 Sı51 
2,450 9909 
2,450 0255 4499 


2,454 0032 4251 
2 455 5247 5301 


2,456 4471 0104 
2,457 3702 8815 
2,458 2043 1588 
2,459 2191 8580 


2,400 1445 09946 


2,461 0714 5843 
2,461 6426 
2,462 0274 1855 
2,463 8562 2286 


2,464 7801 7877 


2,465 7169 8784 
2,466 6486 5108 
2,467 5811 7188 
2,468 5145 5004 
2,469 4457 8777 


2,470 3535 85669 
2,471 3198 4839 
2,472 2506 7451 
2,473 19+3 6667 
2,474 1329 2648 


2,475 0723 5557 
2,476 U126 5558 
2,476 9535 2316 
2,477 80958 7495 


2,478 8387 9759 


2,479 7825 977 
2,480 7272 7706 
2,481 6728 3721 
2,482 6192 7986 


2,383 5666 


2,484 5148 1031 
2,485 4639 1948 
2,486 4139 0885 
2,487 3647 5014 
2,4358 3165 601 


2,489 3602 2919 
2,4W 2227 9238 
2,491 1772 5329 
2,492 1326 1303 
2,493 0855 7512 


k 


KW, 


L.k+log.v. 


9,449 4125 4239 


0,449 4170 7068 
4216 1281 
4178 
4306 6659 
4351 8724 


9,449 4397 0374 
44+2 1609 
4457 2429 
4532 2334 
4577 2823 


09,449 4622 2307 
46067 1556 
4712 0300 
4756 8629 
4501 6543 


9,449 4846 4042 
4891 1126 
4935 7795 
4980 4049 
5024 9588 


9,449 5069 5309 
5114 0314 
5155 4903 
5202 9076 


5247 2333 


9,449 5291 6175 
5335 9102 
5350 161+ 
5424 3711 
54608 5393 


9,449 5512 6659 
9556 7510 
7046 
50644 7967 
5688 7573 


9,449. 5732 6704 
9776 5540 
5520 3901 
5806+ 1547 
0378 


0,449 5051 6491 
5995 3189 
6035 9472 
6052 5340 
6126 0792 


9,449 6169 5829 
6213 0451 
6256 4658 
6299 8450 
6343 1827 


45 3729 
45 3313 
45 2597 
45 2481 
45 2005 
45 1650 


45 1235 
45 0520 
45 0405 
44 09959 
44 0574 


44 0159 
44 
44 5329 
44 
44 7499 


44 7084 
4+ 6669 
44 6254 
44 5839 
44 5421 


44 5005 
44 4550 
44 4173 
4+ 3757 
44 3342 


44 2927 
44 2512 
44 2097 
44 1052 
44 1266 


44 0551 
44 0436 
44 0021 
43 
43 


43 8776 
43 8361 
43 7946 
43 7531 
43 7113 


43 6698 
43 6283 
43 5807 
43 5452 
43: 5037 


43 4622 
43 4207 
43 3702 
43 3377 


== 10.000... 


93 


92 


90 


89 
83 
87 
5) 


84 
83 
82 


75 
717 
76 


73 
72 


71 


69 
68 
67 
66 
65 
64 
63 
62 
61 
60 


59 
98 
36 
95 


54 
53 
52 
51 
50 


1 
50 


51 
52 
53 
54 
55 


56 
57 
98 
59 
60 


61 
62 
63 
64 
65 


66 
67 
65 
69 
70 


73 
74 
79 
2 


78 
79 
80 


81 
82 

3 
84 
85 


86 
837 
35 
89 
90 


91 
92 
93 
94 
95 


96 
97 
98 
99 
100 


®.x. 
2,493 0888 7512 
2,494 0460 3050 
2,495 0041 0848 
2,495 0630 8381 
2,496 9220 6723 


2,497 8837 6048 


2,498 8154 6530 
2,499 SUSU 8346 
2,500) 7716 1672 
2,501 7300 608# 


2,502 7014 3559 


2,503 6677 2472 
2,504 6349 560% 
2,505 6030 7134 
2,506 5721 3240 
2,507 5421 2102 


5130 
4848 SS15 
576 7027 

1 4313 8720 
12 4160 4074 


» 
an 


_ 


a 


13 3816 3273 
14 3551 6500 
l 
1 


515 33506 3939 


» 


516 3140 577 
2,517 2954 21% 


2737 3374 
519 2549 9509 
2372 0784 
ı 2203 7385 
2 2044 


on 


an 


23 1895 7315 
524 1756 1021 
25 1626 0808 
26 1505 6864 
139+ 9380 


DD 


a 

» 


528 1293 8547 
29 1202 4558 
30 1120 7603 
‚531 1048 7875 
‚532 0086 5569 


‚533 0934 0877 
534 0891 399% 
5 
5 


535 0858 5116 
‚936 0835 4438 
2 2156 


> 


F 


2.538 OS1S 8468 
‚939 0825 3571 
2,54) 0S41 7663 
‚941 0942 
5 


n 


2 
2,542 0%4 3607 


v = 10,.,000... 


9. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf, III. 


== 
+log.v. 
0,449 6343 1827 


9,449 6386 4789 
6429 7336 
6472 0408 
5516 1185 
6659 2487 


0,449 6602 3374 
6645 3846 
6638 3003 
6731 3545 
6774 2772 


9,4419 6817 1551 
6359 9976 
692 7956 
6945 5521 
2671 


9,449 7030 9406 
7073 5726 
T7b16 1031 
7158 7121 
7201 2196 


7243 6856 
7256 1101 
7325 4931 
7370 8346 
7413 13+7 


0,419 


9,449 7455 3033 

7 6104 
539 7860 
75851 
7624 0127 


9,449 7666 0637 
7708 0732 
7750 0412 
7791 9677 


7833 8527 


9,449 7875 6962 
7917 4982 
7959 2587 
9777 
8042 0552 


9,449 S08S4 2912 
8125 8857 
8167 4397 
SRIS 9503 


3250 4205 


9,449 8291 8403 
8333 2367 
8374 5827 
8415 8573 
8457 1505 


D.1t‘. 
43 2962 
43 2547 
43 2132 
43 1717 
45 1302 
43 0897 


3.0472 
43 0057 
42 0642 
42 9227 
42 SS10 


42 2505 
2 7980 
42 7509 
42 710 
42 6735 


42 
42 55 
42 544) 
42 5075 


42 


42 4245 
42 3530 
42 3415 
42 3001 


42 2556 


42 2171 
42 1756 
42 1341 
42 0026 
42 


42 0095 
41 9680 
41 02305 
41 8550 


41 8435 


41 20 
41 7605 
41 710 
41 6775 
41 6361) 


41 5045 
41 5530 
41 5116 
41 4702 
41 4288 


41 3574 
41 3460 
41 3046 
41 2632 


48 


46 


45 
42 


38 
37 
36 


34 
33 


27 
26 


nz 


2 


364 
k 
00 EEE 100 50 
of 99 
02 98 5 
03 97 4 
04 96 
0 35 45 
06 2,51 8437 76 94 44 
07 2,452 7627 2792 
09 41 
11 39 
12 
13 
14 
15 35 
16 u 
17 
18 32 
19 31 
20 
2 29 
22 > 
23 
24 
25 | mm 
26 24 
27 41 23 
29 2 
30 _ 20 
| 31 19 
32 18 
33 17 
34 16 
36 2 14 
u 37 2 13 
38 2 12 
3 39 2 11 
2 10 
41 09 
| 42 2 08 
43 07 
44 06 
45 EEE 05 
| 46 04 
47 03 
48 02 
49 01 
90 00 
| 


29. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 


k= 


k, 


2,542 0904 3607 


2,543 0950 5854 
2,544 1006 7885 
2,545 1072 9903 
2,546 1149 2109 
2,547 1235 4705 


- 


1331 7803 
1438 1577 
1554 
1681 3050 
1515 0643 


o 


un 


cı on 


- 


1964 IS61 
2122 0898 
2289 3964 
2466 9268 


“ 
> 


cn 
» 


7423 
0603 
7037 
3508 6668 
3747 9796 


a 

m 


DD» » 


2.563 3097 6627 
57 7380 
28 2267 
566 4809 1503 

5100 5305 


5068 5402 
569 5714 7455 
6037 6240 
1 6371 0456 
2 6715 0321 


DD N 
a 


- 


573 7069 6052 
574 7434 7571 
575 7810 5006 
75 8197 0649 
77 859+ 2053 


» » 


» 


578 9002 0427 
79 9420 5097 
9349 8084 
582 0289 9613 
‚583 0740 


DD 


1202 4604 
1674 9596 
86 2158 3044 
2652 5265 


s$ 3157 6488 


w 
con 


2,559 3673 6944 
sw 420 6361 
591 4738 6471 
592 5287 6006 
593 5847 5697 


— - 


- 


L.R+log.v. 
0,449 8457 1505 
9,449 5408 3718 
8539 5516 
85850 6899 
8621 7867 
8662 8420 


9,349 8703 8553 
8744 5281 

785 7589 

8826 6482 

8567 4900 


9,449 8908 3023 
8949 0672 
7907 
9030 4728 
1135 


9,449 9111 7128 
9152 2707 
9192 7872 
0233 2624 
9273 6%2 


0,449 0314 


09354 4353 
09394 7471 
9435 0144 
9475 2402 


9,449 09515 4245 
0555 5673 
9505 6686 
09035 7285 


9075 7470 


0,449 9715 7241 
9755 6509 
9795 5541 
9835 4070 
9875 2186 


9,449 9914 9888 
9954 7176 
9,449 09994 4050 
9,450 0034 0510 
6556 


9,450 0113 2182 
0152 7393 


0192 2189 


6570 
0536 


9,450 0310 4088 
0349 7226 
0388 9950 
0428 2260 
0467 4156 


D.1’. 
a1 2213 
41 1708 
41 1383 
41 093 
41 0553 
41 0138 


40 0723 
40 9308 
40 
4) S+478 
40) 


40 7649 
4) 7235 
40 6821 
40) 6407 
40 5903 


40 5579 
40 5105 
40) 4752 
40 45333 
4) 3918 


40 3503 
4) 3088 
40) 2673 
4) 2258 
40 1343 


40 1428 
40 1013 
40) 0599 
4) 0185 
39 9771 


39 0357 
39 8043 
39 8529 
39 
39 7702 


39 7288 
39 6874 
39 6400 
39 6046 
39 5626 


39 5211 
39 4796 
30 4351 


30 3966: 


39 3552 


39 3138 
39 2724 
39 2310 
39 1396 


83 
52 


73 
72 


68 


35 


30 


52 
93 


63 


66 


68 


90 


100 


k= 9, 


ko 
50903 5847 5697 
‚394 6418 5778 
595 7000 6481 
‚596 75093 8042 
597 0695 
„>98 8S13 4677 


‚>99 0440 0224 
‚601 0077 7572 
0726 6961 
‚603 1356 8629 
2816 


2,605 2740 9760 
2,606 3434 9703 
2,607 4140 2888 
2,608 4556 0557 


2,609 5584 9954 


2,610 6324 4324 
2,611 7075 2912 
2,012 7837 5064 
2,613 S611 3727 
2,614 9306 6448 


2,616 0193 4375 
‚617 1001 7758 
‚618 1821 6846 
619 2653 1890 
2,620 3496 3141 


351 0852 

7 52706 
5 6667 
2,62+ 6085 5250 
71379 


2,626 51091 
2,627 9725 7001 
2,629 0662 7060 
2,630 1611 5626 
2,631 2572 2960 


2,632 3544 9322 
2,633 4529 4974 
2,634 5526 0173 
2,635 6534 5108 


2,636 7555 0295 


2,637 8587 5638 
2,638 0632 1790 
2,640 0688 8720 
2,641 1757 679 
2,642 2838 6282 


2,643 3934 7451 
2,644 5037 057 

2,645 6154 5920 
2,646 7254 3763 
2,047 8426 4374 


k+log.v. 
0,450 0467 4156 
9,450 0506 5633 
0545 6706 
0554 7360 
0623 7606 
06062 7426 


9,450 0701 6338 
0740 5835 
0770 4418 
2587 
0357 0342 


9,450 0895 7680 
0934 4603 
0973 1111 
1011 7204 


1050) 2552 


0,450 1085 S146 
| 1127 2996 
1105 7432 

1204 1454 

1242 5062 


9,450 1280 8256 
41319 1036 
1357 3402 
1305 535# 
14133 6502 


0,150 1471 S016 
1509 8726 
1547 
1585 S9U5 


1623 s374 


09,450 1661 7426 
1699 6063 
1737 4285 
1775 2093 
1512 9487 


9,450 1850 6467 
1SSS 3033 
1925 9185 
13 4923 
WUL 0246 


0,450 2038 5155 


2075 9650 

2113 3731 

2150 7398 

0651 
9,450 


25 34% 
2 


5015 


299 7926 
336 9523 
0706 


Di. 1 
39 14182 90 


39 1068 49 
390054 48 
390290 47 
33 98329 46 
33042 45 


38 8097 44 
33 8583 43 
38 8169 42 
38 775 41 
38 73358 


33693 39 
35 6508 35 
33 6093 37 
33 5078 36 
355%4 35 


3543550 34 
334136 33 
3 32 
38 3608 31 
3194 30 


33 277029 
35 2366 28 
3551952 27 
35 1533 26 
3s 112% 25 


38 0710 24 
335 0296 23 
37 0883 
3749 2 
37 W52 20 


37 856377 49 
3782 18 
37 7808 47 
37 73% 16 
37690 45 


37 6566 14 
376152 13 
37 5733 42 
375323 14 
37 4%9 10 


7 4495 09 
37 03 
37 3667 07 


373353 06 
3728339 05 


37235 04 
37 011 03 
371597 09 
37113 O1 


365 
CO 100 
98 
04 96 54 
05 95 55 
94 56 
06 
07 03 57 
91 59 
10 90 60 
89 61 
12 88 62 
5 87 1 
14 86 64 
15 85 65 
16 s4 
17 6) 
19 69 
so 70 
7 
21 2 
22 78 72 
24 76 74 
75 75 
74 76 
96 7 
2 77 
2 71 79 
69 81 
32 82 
55 67 83 
85 
6 
64 s6 
37 63 87 
37 57 
38 62 ss 
60 
59 9 
3 57 93 
56 94 
54 96 
46 - 
15 92 98 
51 99 
50 


647 84206 4374 


648 05850 8027 


2 650 0747 49097 


b5l 19260 5561 


052 3117 099094 


„033 45321 5575 


‚654 5538 1582 


‚55 67006 0295 


2656 1993 


‚660 1807 2823 


2,661 3008 8258 


‚662 44053 0156 


2.663 5719 


7049 4242 


2.665 8391 7036 


‚666 07406 7382 


5572 


2,669 2405 1805 


2.070 3858 


2,671 5295 0109 


2,673 8146 4372 


2,0672 6714 2089 


674 9591 


2,676 1049 


2,677 2520 853 


- 
2,678 


679 5502 


2.680 7012 7154 


6356 4702 30679 
> 
LBS 
689 O57L 461 


‚99 2086 8455 


700 4724 8139 
‚ui 6476 4403 


2,702 5241 


704 8504 


‚705 1813 6987 


Y.k+log.v. 


0,450 


J,450 


9,4 2 


9, 350 


0,450 


0,45 


0,450 


9,450 


2374 0706 


2411 1474 


2448 1827 
2485 17006 
2522 
25509 0402 


2669 5251 
2706 2706 


2742 9747 


2779 6374 
2S16 2587 
8356 
37714 


2925 8742 


2962 3299 


2095 7442 


1172 
448 
3107 73% 


3143 0577 
3180 1950 
3216 3609 
3252 4854 


5085 


3324 6102 
3300 6103 
33% 5094 


3432 4569 


3504 10977 
3539 9910 
3575 4429 


3331) 09859 
3966 28525 


5378 


4036 7517 
4071 9242 
4107 0553 
4142 1451 
4177 1035 


mann, loilenzial- Functionen Yaf. 111 


[A 91”, 
8. %+log.v. 


D 


37 0768 


0353 
9039 
0525 


8697 


> 


66427 


30 3730 
3106 
36 2%2 
30 2483 
306 2073 
3b 10659 
36 1245 
36 
56 0415 
36 0003 
05850 
35 9175 
35 
35 854) 
35 7933 
35 7519 
35 7106 
35 
35 6278 
35 
2 
35 
35 A022 
35 4208 
35 379 
3 
35 290 
35 
>r 
>17 
} 
35 1311 
35 0898 


1 
100 
99 
95 
97 
96 
95 


94 
05 
92 
v0 


89 
88 
57 
86 
53 


93 


36 
3 


O 


5: 


2,705 


2,706 
2,707 
2,708 
2,709 


2,711 


1313 


5440 
7275 
0125 


2561 


47517 


6655 
5574 


2452 | 


4415 
6358 


5537 


V012 
2702 
A ss 


1290 


3244 


2166 


2,742 4402 
2,743 6653 
2,744 8019 
2,746 120 
2,747 3496 


2,704 


2,765 


5807 


6987 
3374 
s082 
1439 


5413 


6690 


0505 


6297 
79094 
5039 


3330 
5300 
6305 
6713 


7204 


0,45) 4177 
0,450 4212 
424; 
4222 
4516 


9,45) 4559 


9,450 4732 : 


9,750 4903 


1935 


4037 7599 
4071 8507 
5005 9421 
39 
0,154) 5073 9287 
Si+l 7409 
5175 5084 
9.450 5243 1715 
6276 SU 
5310 
5344 2209 
5377 8213 


09,450 5411 


3504 


5082 


3747 


0474 9730 54,5 
2s31l 2655 s5ll 
52U2 7267 5545 
7580 53851 9,450 557 
Soll 
248 4535 5645 
4854) 5678 
1258 7779 
9752 0,450 5714 
2230 6613 9777 
4724 7848 Salt 
7234 4142 5543 
9759 5882 


zum S ... 


SUNG 


S 5536 


6663 
1501 
36453 


35 
34 
34 
34 
34 


1656 
0245 
5415 
soul 


5455 
5072 
7059 


7249 
6s31 


5178 
4704 
A350 


1041 


U627 


36508 
366 
Ol 37 51 2005 49 
O2 36 32 1601 43 
» 
| 05 36 4; 
04 54 9733 46 
'T- 
0b | 2,7102 0,150 3356 6149 337583 44 
2632 7382 36 7869 2,715 4421 3737 327173 43 
VO 36 7455 2,14 9457 4456 0911 346759 42 
09 2,657 0261 9957 SC 39 2,715 1673 2400 7679 336345 41 
10 2,059 0528 3475 60 2,717 4832 4525 4015 315033 40 
| il 36 6212 61 2,718 31 5510 39 
12 36 5799 62 2,719 u 5419 45% 5467 335105 38 
15 36 5385 63 2,720 3524 4029 0572 344001 537 
14 36 4071 64 2,721 8377 3955 4663 5263 344278 36 
15 30 4557 65 2,723 0380 7056 4097 9541 343864 55 
16 30 4113 84 66 2,724 2308 3170 3: 3150 34 
17 83 67 2,725 4430 2639 06855 343086 33 
i5 82 63 2,726 6475 5809 3300 342023 32 
1) Si 69 2,727 3029 4535 3514 342219 51 
20 so 70 2,729 4044 450) 4723 341705 50 
21 79 71 2,730 1005 65135 33 29 
22 75 2,731 2461 34 0%8 28 
23 77 73 2,732 310554 27 
24 16 74 2,733 34019 26 
25 79 753 2,735 um 33976 25 
26 520 5537 9,450 74 6 2,736 2368 3013 24 
27 73 2,737 5545 33859 253 
25 EEE 72 IS 2738 7737 33 22 
20 71 79 2,739 33 21 
30 2,681 8536 2466 3468 3630 70 SO 33 20 
31 683 0072 9451 9,450 69 81 Er 19 
22 2,0684 1622 S444 65 82 33 15 
33 2,685 3155 09751 67 53 33 17 
34 2 3611 4555 66 Ss4 3m 16 
3647 1227 65 85 15 
36 3652 7505 64 86 u 53 14 
37 3718 3369 63 87 2,720 m 544 33 13 
38 2,691 1201 1753 3753 8810 62 88 2,75 33 12 
39 2,692 2844 3413 3789 3855 Gi 89 2.5 333037 11 
40 2,693 4500 0553 3324 8477 60 90 23,75 33323 10 
41 2,604 6171 0457 gg 3500 2655 59 9 325 00 
42 2,695 7854 6531 3805 6479 38 02 2,755 33 2006 OS 
45 2,606 9551 37 95 2,753 33 2232 0, 
44 2,608 1202 5211 56 04 2,75 331568 66 
4 33 2,759 331455 05 
46 54 Y6 2,76 (04 
47 2 53 97 2,702 03 
AS 92 95 2,702 02 
49 2 3504 51 99 3390 10 
| 60 100 


2% 


li 


2,765 9759 5882 0,850 5876 8648 
2,767 2300 3459 0,450 5009 8035 
2,708 4856 7264 5942 7008 
2.769 7428 70689 5975 5565 
2.771 5150 6008 3714 
2,772 2619 982 1447 
2,773 5239 2642 0,450 8073 8766 
2,77% 757+ 3509 6106 5672 
2,776 0525 2955 6130 2164 
2,777 3192 1467 6171 8243 
2,775 5874 9502 6204 3008 
2,779 8573 7077 0,450 6236 O16L 
2,781 1283 5015 0209 
2,782 4019 3585 6301 8426 
2,783 6766 3196 633+ 2438 
9529 4259 6306 6037 
2,7386 2308 7187 9,450 6303 9222 
2.787 5104 2395 6451 1904 
2,788 7916 0298 6463 4352 
2,790 0744 1514 6495 6297 
2,791 3595 5300 6527 7828 
2.702 6449 4359 0,450 6559 S946 
2,793 9326 7234 6591 651 
2,795 2220 497 6623 9943 
2,796 5130 7803 06655 9521 
2,797 8057 6351 6687 0286 
2,799 1001 0980 0,450 6719 8333 
2,800 3961 2118 6751 6976 
2,801 6938 0199 67855 5201 
2,802 0931 9657 6815 3013 
2,504 2041 8027 68547 
2,805 5009 0445 0,450 6878 7395 
2,806 0013 0652 6010 3666 
2,3808 2073 9987 6042 0125 
2,809 5151 5593 6075 5867 
2,810) 5246 7816 1198 
2,812 1558 7199 9,450 7036 6115 

813 4487 7491 70068 0619 
514 7633 09142 70,09 4710 
2,515 0707 2001 7130 8337 
2,817 3977 832 7162 1651 
2,818 7175 6763 9,450 7103 4502 
2,820 0300 8376 7224 6940 
2.321 3623 3622 7255 8065 
2.322 6873 2060 7287 0577 
2.824 0140 6851 7318 1775 
2,825 3425 5760 9,450 7349 2560 
2,8% 6728 0153 7380 2932 
2,523 0048 0497 7411 2891 
2,829 3355 7260 7442 2436 
2,830 6741 0915 7473 1568 


log. v. 


D.t‘. 
32 9387 
2 8973 
Ss500 
Ss146 


7319 


2 
2 6402 
2 6079 


4426 
4012 
32 3599 


52 3155 


0705 


0292 


31 
31 1822 
31 7308 
3 
31 6571 


4504 
31 4001 
3677 
31 3264 


2s51 


31 2438 
31 2025 
1612 
31 1108 
0785 
3: 0372 
30 
30 


30 0132 


0059 


0545 


74, 


100 

99 

95 


de 


L, k. 


2,830 6741 0915 
2,532 0114 1936 
2.3533 3505 0796 


2,834 0,913 7972 


2,536 0340 3044 
2,557 375+ 91953 
2,835 7247 
2,540 0727 9451 
4226 5432 
2,542 7743 2631 
2,544 1275 1540 


2651 
6455 
3460 
4155 


2,545 4831 
2,546 
2,343 1902 


3, 5600 
2 


2.852 287L 8619 
2,553 6535 3409 
2,599 0217 7 
2,856 3918 0590 
2.857 7637 4618 
2,859 1375 4657 
> 5132 3110 
2,861 5007 3 
2.863 2702 5292 


2,804 6516 0092 


2.806 0343 47 

2,807 41099 9728 
2.868 S070 5617 
2.870 19060 2028 
2.871 5869 2192 


5,872 9797 3945 
2.374 3744 
75 7711 7067 


2,877 1697 9515 


2.579 9728 
2.851 3773 6947 
2,882 7838 12 
2,554 1922 2461 


2,885 6026 1045 


2,887 0149 7589 
2,355 4293 265# 
2,889 8456 
2,591 264) 0595 
6843 46014 
2,594 1066 09395 
2,595 5310 5547 
2,5096 9574 3628 
2,508 3855 4216 


2,899 8162 7501 


Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. MI, 


0,450 7473 1508 


0,450 750% 0287 
753+ 8503 
79305 6455 
3964 
1030 


7 


7718 9748 
7749 5160 
7780 0159 
0,450 7810 4745 
7840) 
%78 
7W1 6025 
7951 8059 


9,450 7062 1480 


302 3588 
Ss (64 
852 7432 


8172 7598 
5202 6774 
8232 5577 
4 7 


+70) 1126 

8529 0883 

0.450 8558 5142 
587 

3617 2421 

5441 


9,450 8705 0242 
3734 023 

8763 J 

454 

321 4s 5 

0,250 SS50 5013 


305 
2119 


15 I) 


8037 


1‘. 


30 8719 
50 S306 
30 6892 
30 7479 
30 


3U 


6653 


30 6239 
541? 
30 4099 


30 4586 


30 4173 
3760 
30 3347 
30 2034 


3u 2521 


30 2108 


1695 


30 0042 
529 


29) 


29 sol 
29 5498 
IS.) 
29 4672 
29 4259 
29 
3433 
29 3020 
20607 
2193 


Ti 


1 
>0 
49 
43 
47 
46 
45 
44 


> 


42 
41 
4) 


39 
38 
37 
36 


3) 


34 
33 
32 
31 
30 


29 
25 
27 
26 


24 
23 


28 
20 
19 
18 
17 
16 
15 


14 
13 


- 


11 
10 


09 
05 
07 
06 
05 
04 
05 
02 
01 
00 


mu 307 

00 30 

ol 51 

02 92 

03 37 55 

04 96 54 

05 2m 55 

06 3 94 56 57:53 

07 3 93 31 7688 3922 
05 3 92 58 
.09 3255065 9 59 

10 325353 90 60 

11 324839 89 61 

12 62 

13 87 05 

14 86 64 

15 _ 85 65 WFS 

17 32 2355 S3 6; 

15 321945 82 05 30 1281 

19 32 1531 Si 6%) 30 0868 

20 32 1118 70 30 0455 

21 mm 79 | 0,450 SI12 7887 

22 sm 7U 8142 7929 

23 31 0878 2 

24 319405 7 

26 31 8635 RT 23 7976 
24 8292 1943 29 7563 

25 8321 9506 29 7150 
29 s551l 6050 29 6737 

30 so S381 33093 29 

31 69 S1 0,450 840 9717 

33 3,5744 67 

34 315531 66 S4 

35 31417 65 83 2,378 5703 6014 

36 64 
37 63 87 

38 ‚2 83 
38 62 
39 61 
40 sm 60 OO 3675 

41 59 91 29 1781 

42 38 92 29 1367 

45 57 93 29 0954 

44 56 94 29 0541 

45 553 95 29 0128 

46 54 96 28 9715 

47 53 97 8379 4728 28 0302 

45 52 98 28 8889 

49 51 99 23 3476 

30 30 100 

a - 


Gudermann, Poienzial- Lunctionen Taf. III. 
ku kam 93, 


1 k. k + log. Vs D. 1’, 1 1 k. k + log. D. 1’. 


00 2,809 8162 7S9L 0,450 S%66 1305 23 8063 100 50 2,974 0632 2486 9,451 0355 877 26 7421 
OL 2,0901 2487 5235 9,450 8094 9458 28 7050 99 51 2,975 6085 4525 0,451 0392 6195 26 7008 
02 2,902 6832 6832 23 7108 2872377 98 52 2,977 1502 3568 0409 3203 26 6596 
0.3 2,004 1108 32069 952 4345 97 93 2,978 6973 0349 0435 979 6183 
04 2,95 5584 5136 9081 1109 286411 96 54 2,980 2467 5604 0462 5982 26 5770 
03 2,006 99091 3024 919 7550 28 5008 93 53 2,981 7986 0073 0439 1752 26 5358 
06 2,98 4418 7528 9,450 0133 3578 25555 94 36 2,983 3528 4499 0,451 0515 719 26 4935 
07 2,09 8866 9245 0166 163 285173 93 57 1,984 9094 09631 0542 205% 26 4532 
03 2,011 3335 8775 9195 4336 28470 82 93 2,986 4685 6218 0568 6556 26 41% 
09 2,012 7825 6720 923 WC 234347 59 2,988 0300 5014 0595 0706 26 3707 
10 2,914 2336 3094 9252 3443 2330934 90 60 2,989 5939 6773 0021 4413 26 3294 
1] 2,015 6868 0276 9,450 9280 7377 28 352 89 61 2,991 1603 2270 9,151 0647 7707 26 2581 
12 2,017 140 7105 9309 0808 28 3108 85 62 2,992 7291 2254 0674 0588 26 2468 
15 2,918 5904 4794 93377 46 23 87 63 2,994 3003 7499 0700 3056 26 2056 
14 2,92) 0580 3929 9365 670L 282253 86 64 2,995 8740 8778 07% 5112 26 1643 
15 2,921 5205 5153 9393 5954 28 1870 55 65 2,997 4502 6366 0752 6755 26 1230 
16 2,922 9842 092 9,450 9422 0854 281457 84 66 2,999 0289 2542 0,451 0778 785 26 0818 
17 2,924 4501 6354 9450 231 28 1015 83 67 3,000 6100 6589 0304 8803 26 0305 
13 2,025 9181 757 9475 3356 28 0632 Y. 63 3,002 1936 9794 0530 98 25 9992 
19 2,927 3883 3374 9506 383 280219 81 69 3,003 7798 2946 0856 9200 25 9580 
20 2,923 8606 43% 9534 4207 279805 80 70 3,005 3684 6842 0832 8780 25 9167 
21 2,930 3351 1257 0,450 562 I? 27992 7 71 3,006 9596 2277 0,451 0WS 7947 25 8754 
22 2,931 8117 460 KBW 3404 278979 78 72 2,008 5533 0055 0934 6701 25 5342 
23 2,933 205 50R W185 2353 278566 77 73 3,010 1495 0950 0960 5043 25 7929 
24 2,934 7715 3345 9646 0949 278153 7 74 3,011 7482 5802 0986 2972 25 7516 
95 2,96 23547 0015 %73 9W? 27774 75 73 3,013 3495 5515 1012 0453 25 7104 
26 2,937 7400 5752 9,450 9701 6843 1277338 74 76 3,014 0534 0756 9,451 1037 7592 25 6698 
27 2,939 2276 1207 979471 927095 13 77 3,016 5508 2405 1063 4233 25 6279 
28 2,940 7173 7034 9757 1086 27 6502 rer 73 3,018 1683 1259 10850 0562 25 5567 
29 2,992 2093 3891 9784 7588 27009 7 79 3,019 7803 8236 1114 6429 25 5354 
30 2,93 7035 2459 9812 3677 275677 70 80 3,021 3945 4080 1140 1833 25 5041 
31 2,945 1909 3342 0,450 9839 354 275264 69 81 3,023 0112 0,351 1105 699% 25 4623 
32 2,96 6955 7265 9367 46138 274551 68 872 3,024 6306 5807 1101 1552 25 4216 
33 23,943 1904 4875 0504 9469 27 4438 67 s3 3,026 2526 3378 1216 5768 25 3803 
34 5,949 7025 6553 0922 3W7 274025 66 84 3,027 8772 3219 1241 0571 235 339 
36 2,952 7154 6598 0,450 0977 1545 273%0 64 86 3,031 1343 3126 0,451 1292 5940 25 2566 
37 2,954 2254 5727 9,451 0004 4745 272787 63 87 3,032 7668 4913 1317 8506 25 2153 
38 2,955 7376 1939 0vO3L 75532 27 2373 2 88 3,034 4020 2408 1343 0659 25 1741 
39 2,957 2520 5921 W055 27 1%1 89 3,036 0308 6483 1368 2400 25 1328 
3908 7083 0968 1867 271538 60 90 3,037 6803 8012 1393 3728 25 015 
41 2,%0 2577 9965 9,451 0113 3415 271135 59 91 3,039 3235 7873 9,451 1418 4643 25 0802 
42 2,961 8091 1413 0140 4550 27 0722 58 O2 3,040 9694 6949 1413 5145 25 UW 
43 2,963 3327 3028 5272 270310 57 93 3,032 6180 6130 1465 5235 24 %77 
44 2,06+ 8550 6683 0194 5552 26 9807 56 04 3,934 2693 6306 1403 4012 24 9265 
45 23,066 3869 1916 0221 5479 269454 55 05 3,045 9233 8374 1518 4177 24 8852 
2,%7 9174 YS13 9,451 0248 463 26 54 96 3,047 5801 3236 9,451 1543 30299 24 8440 
47 2,%9 3504 1108 0275 4035 26 56599 53 07 3,049 2306 1797 1568 1409 24 8027 
45 23,970 9856 6502 0302 2699 26 8246 52 98 3,050 WIS 4966 1592 946 24 7615 
49 2,972 5232 6720 0329 090 26 7834 51 99 3,052 5068 3659 1617 71ll 24 7372 
50 2,974 0632 2456 0355 8774 50 100 3,054 2345 8792 1642 4314 
v = 6..,000... 


1 
| 50 
49 
48 
47 
46 
45 
44 
43 
42 
4 
40 
39 
38 
37 
36 
35 
34 
35 
32 
31 
| 30 
29 
28 
27 
25 
| 24 
23 
22 
21 
20 
| 19 
18 | 
17 
15 
15 
| 14 
13 
12 
11 
10 
09 
08 
| 07 
| 06 
05 
04 
03 
02 
01 
00 


3,054 2345 


O1 3.055 9051 
02 3,057 5734 
3.059 2545 
24 3,060 9334 
99 3,062 6151 


06 3,064 2096 
07 3,065 9870 
05 3,067 6772 
09 3,069 3702 
3,071 0661 


il 3,072 7649 
12 3,074 4666 
13 3,076 1711 
14 3,077 8786 
15 3.079 5889 
16 3,081 3022 
l7 3,083 0154 
iS 3,084 7375 
19 3.086 4506 


20 3,088 1547 


3,089 9177 


22 3,091 6437 


23 3,093 3776 


29. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. III. 


k= 9%, 


8792 
1292 
2086 
2107 
2293 
3585 


6931 
3233 
3597 
5335 
90064 


7953 
3782 
3430 
2382 
s13U 


5173 
5009 
7100 


24 3,095 1146 7354 
25 3,096 8546 6235 
36 3,008 50976 7162 
37 3,100 3437 1188 
>28 3,102 0927 9376 
29 3,103 S449 27% 
30 3,105 6U01 2502 
3,107 3583 9589 
32 3,109 1197 5133 
33 3.110 8842 0224 
34 3,112 6516 5955 
353 3,114 4224 3423 
36 3,116 1%62 3747 
37 3.117 0731 8025 
33 3,119 7532 7379 
39 3,121 5365 2933 
40 3,123 3229 5818 
41 3,125 1125 7165 
42 3,126 8122 
43 3.123 7013 9836 
44 3,130 5006 3450 
45 3.132 3031 0153 
46 3,134 1088 
47 3.135 9177 7425 
45 3,137 7300 0357 
49 3,139 5455 1063 
50 3,141 3643 0738 


&.k+log.v 
9,451 1642 4313 


9,451 1657 1103 
1601 7481 
1716 3446 
174) 8999 
1765 4139 


1739 8867 
3152 
1838 70855 
1563 0575 
1837 3653 


9,351 


9,451 1911 6318 
1035 8571 
1960 0412 
1084 1839 
2008 2853 


9,451 2032 3455 
2056 3044 
2104 2785 


2125 1737 


0,451 


2247 


2270 6793 
2294 2859 
2317 8513 
2341 3755 

23604 8534 


0,451 2355 3001 
2411 7005 
2435 0596 
2458 3775 
2481 6542 


9,4151 2504 8506 
2528 0838 
2551 23683 
3485 
2597 4190 


9,451 2620 4480 
2043 4360 
2006 3828 
2689 2394 
2712 1527 


9,451 2734 9758 
2757 7577 
2780 4084 
2803 1978 
2825 8560 


D.1‘ 
24 670 
24 6373 
24 50965 
24 5553 
2+ 5140 
24 4723 


24 4315 
241 3903 
24 34%) 
24 3078 
24 20605 


2253 
1427 
1014 


DD »D»D 


» 


0189 
0777 
0504 
s052 
554) 


23 S128 
23 7716 
23 7303 
23 6591 
23 6479 


23 6066 
23 5654 
23 5242 
23 4529 
23 4417 


23 4004 
23 3501 
23 3179 
23 27067 
23 2354 


23 1942 
23 1530 
23 1117 
23 0705 
23 0292 


22 09880 
22 0468 
22 
22 8643 
22 5231 


22 7819 
22 7407 
22 6994 
22 0582 


5 ‚V00 ... 
d. M. Bd IX. Hit. 4. 


Crelle’s Jonrnal 


73 


30 


k= 9%, 


3,141 3643 0738 


3,143 1864 0580 
3,145 0115 1794 
3,146 8405 5500 
3,148 6726 3190 
3,150 5080 HS21 


3,152 3468 4707 
3,154 1590 1004 
3,156 0345 6227 
3.157 8835 1357 
3,159 7353 7745 
3,161 5016 6656 
3,1603 4508 0564 
3,165 3135 7152 
3,167 1797 1305 
3,1609 0403 3121 


3,170 9224 3899 
3,172 7900 4952 
3,174 6701 7505 
3,176 3154 
3,175 4500 2961 


90625 


3,180 3407 8354 
3,182 2351 O6S1 
3,184 133) 1297 
3,186 0345 1566 
3,157 9396 2855 


3,159 8483 6544 
3,191 7607 4020 
3,193 6767 6676 
3,195 506+ 5015 
3,1097 5195 3147 


3,199 4468 97% 
3,201 3776 7271 
3,203 3121 7024 
3,205 2504 0492 
3,27 1923 0123 


3,209 1381 43% 
3,211 0876 7747 
3,213 0410 0678 
3,214 9981 4666 
3,216 9591 1208 


18 9239 1804 
20 8925 7970 
22 S651 1224 
24 3415 3099 
26 8218 5132 


3,228 8060 8371 
3,230 7942 5875 
3,232 7863 7709 
3,234 7824 5952 
3,236 7825 2188 


z2 


+ log.v. 
0,451 2525 8560 
4730 
0488 
5832 
2916 0764 
2933 5284 


9,451 2348 
2871 


2503 


9,451 2960 9392 
2983 3087 
3005 6370 
3027 0241 
3050 1700 


0,451 3072 3746 
300+ 5380 
3116 6602 
3133 7412 
3100 7810 


0,451 3152 7795 
320+ 7308 
32206 6529 
3248 5278 


3270 


3645 


9,451 3202 1539 
3313 W51 
3335 6151 
3357 2539 
3375 9114 


0,451 3400 4976 
3422 0426 
3443 5404# 
3465 0000 
3456 4304 


507 SLIG 
29 1496 
50) 4474 
71 7040 
2 9194 


9,451 3614 0035 
2264 
3656 
3677 3656 
3698 3779 


3635 


9,451 


3719 3459 
3740 272 
3761 15 
3782 0027 
3302 8059 


0,451 3923 5679 
3344 2384 
3864 9678 
3885 606 
306 2030 


» 


6170 


5758 
5344 
4032 
4520 
4108 


» » 


22 3695 
22 3233 
2 2871 
2 2459 
2 


2046 


» 


1634 


1222 


» 


LO 
0398 


9955 


» 


0573 
Vol 
8749 


BD 


097377 
9357 


7924 


21 7512 
21 71%) 
21 6058 
21 0275 


21 5502 


21 5450 
21 5038 
21 4626 
21 4214 


21 35092 


21 3390 
21 2078 
21 2566 
21 215% 
21 1741 


21 1329 
21 0917 
21 0505 
21 0003 
2U 


20 9268 
2) 
20 8444 
20 8032 


20 7649 


20 7206 
20 6794 
20 6382 
2) 5970 


VOO 


47 


49 
48 
47 
46 
45 


44 
43 
42 
41 
40 


39 
35 
37 
36 
33 

33 
z 2 
31 
30 


29 
28 
27 
26 
25 


23 


>> 


1 
= 


19 
13 
17 
16 
15 


14 
13 
12 
11 
10 


09 
08 
07 
06 
03 


04 
03 
02 
00 


369 
1 1 1 
00 100 50 50 
99 51 
95 52 
97 53 
96 54 
95 55 
94 56 
95 57 
92 58 
91 59 
90 60 
61 
83 62 | 
87 63 
56 64 [| 
853 65 
s4 66 
3 67 
82 68 
s1 69 | 
2510 2152 0276 79 7 
5:5; 2175 8404 78 72 
2199 77 73 
23 
9,451 74 76 
77 
72 73 m 
71 79 
70 
69 si 9,451 3 
68 82 3 
67 83 3 
66 Ss4 3 
65 53 3 
64 
63 87 
62 88 
61 
60 90 
59 91 3% 
58 92 3,2 
57 03 3,2 
56 94 3,2 
55 95 3,2 
54 96 
53 97 
52 98 
51 99 
| 100 
| 


370 23. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. III. 
1 +log.v. D. 1 . 1 1 &.x+los.v. D. 1’, 1 
00 3.236 7825 2188 09,451 3006 230 2a) 5558 100 50 3,342 2407 6916 0.451 4883 5109 13 4957 50 
O1 3,238 7865 8013 9,451 30%6 7588 205146 99 31 3,344 4673 1375 0,451 4002 0199 184545 49 
02 3,240 7945 5032 39417 2734 47534 2 3,346 6988 1453 4120 4004 IS 4135 45 
03 3,242 8067 4859 3007 7468 97 93 3,348 9352 0366 4938 47 
04 3,244 5225 0118 3088 17m 20 3910 96 94 3,351 1767 7346 4957 3548 183300 46 
053 3,240 5430 0444 4uı)s 5700 20 3498 05 55 3.353 49232 7641 4975 5857 1S 2307 45 
06 3.248 8073 7480 0,451 4ıns 0198 2) 3 St) 94 56 3.355 6748 2511 9,451 40093 8754 13 2485 44 
07 3.250 8057 4880 4049 2284 2) 2074 95 97 3,357 9314 4235 5012 1239 IS 2073 43 
08 3,252 0232 3309 4159 4955 20) 2262 92 93 3,360 1931 5105 5030 3312 13 1061 42 
09 3,254 048 441 4089 770 91 99 3,362 4500 7429 5048 4973 1812350 41 [ 
10 49) 20 1435 1910] 60 3,364 7319 3532 5066 6223 1S 0838 
11 3,250 0505 1561 9,451 4130 0508 89 61 3,367 0000 5754 9,451 5084 TU6L 39 
12 3,201 0606 0949 4150 1534 WW 62 3,369 2013 6450 5102 7487 Is 38 
13 3,203 1525 08549 4170 aus Wuw2 87 63 3,371 5788 7092 5120 7501 17 02 37 
14 3,265 2105 9060 4100 2350 109970 86 64 3.373 2769 5138 7103 179190 36 
139 3,207 2721 3047 4210 2149 199378 89 63 3,376 1606 3185 5156 6203 178778 35 
16 3,269 3351 0847 9,451 4230 1518 198005 84 66 3,378 4729 1661 9,451 5174 17 5366 34 
17 +4 4 3 l 3.5350) 7515 0537 51092 3437 17 7053 33 
15 4825 4269 W356 52 08 3,353 0954 2567 5210 1391 17 7542 32 
19 3,275 5617 0167 4289 7177 197729 81 09 3,385 4146 0083 5227 8933 17 7131 31 
2 77 6448 4516 4309 4006 19 7316 SO 0 3,387 7393 5196 5245 6068 17679 30 
2 3,279 7323 2481 0,451 4329 2222 19 6904 71 3,390 069% 0891 0,451 5%3 2783 176307 29 
22 8241 4348 0126 19 6402 ’s 3,392 4048 9532 5280) 0090 17 5895 28 
23 3,253 9203 6530 4308 5018 196080 77 13 3,304 7458 3663 5298 405 175483 2 
3, 6275 1008 19 568 ‚6 74 3,397 5542 5316 0408 17 5071 6 
25 3.235 1259 6%3 4407 7366 1) 5250 3 75 3,3909 4441 5047 5333 5539 17 4659 25 
6 3,2% 235+ 0453 0,451 4427 %022 10 4544 74 16 3.101 S016 4675 0,451 5351 0198 17 4247 >24 
3,202 3492 50613 1) 4432 4 3,404 1046 6541 4445 17 3835 
25 3,294 4676 3340 4466 1508 1) 4021 12 75 3.406 5332 6877 5385 8280 17 3424 22 
99 3.20 14 6518 4485 5019 19 3609 7 79 3.408 WT4 8336 5403 1704 7 3012 21 
30 3,295 7175 0058 4504 952338 193197 70 SO 3,411 2373 3589 5420 4716 17 %000°% 20 
31 3,306 8406 588L 9,451 4524 735 19275 69 Sl 3,413 6728 5324 9,451 5437 7316 172188 19 
32 3,302 9860 5919 4543 510) 192373 68 82 3,416 0640 6952 5454 0504 71776 13 
33 3,305 1270 2117 4562 7583 10 ıwı 67 83 3,418 4600 0101 5472 1280 171364 17 
34 3.307 2725 6432 45S1 0544 1) 1549 66 3.420) 8636 6618 5480 20,44 17 0052 16 
33 3,300 4227 0835 4u0L 1393 19 1137 65 85 3,423 2721 1573 5506 3596 17 0541 15 
36 3,311 5774 7308 9,451 46% 3530 19075 64 86 3,425 6863 6755 9,451 55233 4137_ 17019 144 
3% 3.313 7308 7848 4639 32356 190314 63 87 3,428 1064 4070 5540 4266 160717 13 
38 3,315 m) 4462 4658 3570 180002 62 SS 3,430 5323 9049 5557 3953 169305 12 
39 3,318 06% 09173 4677 3472 18040 61 89 3,432 0642 1839 557442388 16803 411 
40 3,320 2431 4014 46096 20962 15 977 60 00 3,435 4019 6212 559. 2181 16 8482 10 
+1 3,322 4213 1055 09,451 4715 2039 15 8065 59 „1 3,437 S456 5059 9,451 5608 00663 16 8070 0) 
42 ; 324 6042 2203 4734 0704 1S 8253 58 92 3,440 3053 1293 5624 8733 10 70658 05 
43 3,3% 7018 0868 4752 8857 18 7541 597 93 3,442 7509 7847 5641 6301 167246 07 
i4 3,328 09843 5847 4771 6798 187229 56 94 3,445 2126 7677 5658 3637 160834 06 
15 3,331 1816 2332 47% 4227 18 7017 55 903 3,47 6804 3761 5675 0475 W043 05 
+46 3,333 38537 1440 09,451 4809 1244 18 6605 54 96 3,450 1542 9098 9,451 5601 6894 16 6011 04 
47 3,335 5006 5301 4827 7849 186193 53 907 3,452 6342 6711 5708 205 165599 03 
43 3,337 0059 4846 4042 155751 52 98 3,455 1203 9643 57248504 16587 02 
538 
49 3,330 5873 4804 0823 185369 51 99 3,457 6127 0061 5741 3001 164774 10 
30 3,342 2407 6916 4853 5192 50 100 3,460 1112 3755 5757 8465 00 
N / 
v 4..,00... ym4.,000... 


1 


3,400) 


01 3,402 
3,465 


1112 
6160 
1270 


7644 


3755 
1140 
6251 


3,472 9671 
06 3,475 2346 7536 
)i 3,477 7775 9171 
3,480 3209 7858 

3,482 8323 6908 
1U 3,485 4452 9651 
11 3.458 0142 9447 
12 3,31% 5808 9679 
13 3,493 1721 3761 
14 3.495 7610 5128 
15 3,448 7245 
16 3,500 0500 3602 
3,503 50SL 7718 
3,506 1841 3140 

19 3,508 8060 3440 


222 


21 3,514 0732 3112 
22 3,518 71 775 
23 3,519 3673 5806 
24 3,522 24) 2494 
25 3,524 6506 1416 
20 3,527 3613 8341 
27 3.530 1402 9775 
28 3,532 7263 9557 
29 3,535 4107 1558 
0 3,555 1202 9677 
3,540 8251 7846 
3,943 5434 U033 
3,546 2000 0232 
34 3,548 0000 2473 
3,551 7335 
36 3,55+ 475+ 93006 
341 3.557 3310 2244 
JO 3,200) ‚il 3617 
39 3,562 75-8 7683 
AU 3,505 5342 S676 
4i 3,568 3174 0867 
2 3,571 1082 8557 
43 3573 069 6690 
3,576 713+ 7841 
A) 3,579 5278 82% 
Ab 3,582 3502 1695 
1 3,585 1805 2739 
4S 3.5385 5885 
49 3,500 8652 5608 
3,503 7197 0785 


Gudermann, FPotenzial- Eunctionen Taf. 37 


9,451 5774 2828 


9,451 


9,451 


9,451 


9,451 


0,451 


9,451 


= 


57% 
5307 
5823 


5539 


5572 


5930 
5952 
5903 


6015 


6125 


6308 


6397 


6412 
6427 
64? 
6456 


6471 
6485 
6500 
6514 


6529 


6779 
0318 
blbi 


5405 
0557 
1537 
26 


3503 


3508 
3003 
00753 


2250 
3549 
5037 


6177 


6125 


35106 


1321 


7197 
42067 


7173 


3008 
3432 


2232 


10 


10 
10 
10 
15 


145 
145 


14 
li 


4303 
3951 


1202 
1060 
057 
0245 
0333 


9322 


+ 9952 


9129 
s717 
s305 


7482 
0247 


5535 


1 


100 


99 
95 
97 
96 
95 


94 
92 
90 


57 
s6 


37 


an 


3.503 7197 6755 


Or 


k == 96%. 
8.x+log.v. 1 


9,451 (5209 2233 14 3777 20) 


0,451 6543 6010 14 3365 4) 

6557 9375 49 
3324 4335 657230 4 
2105 7306 65865 #71 142190 46 
1150 5297 6000 7000 141718 


018 2081 9,451 0614 85718 4 


032+ 5308 6629 0024 14 0304 43 
8535 7212 663 0018 14003 42 
7332 3673 6657 1401 14 171 4 
7214 0711 6671 1472 13 09659 40 


6654 0303 0,451 65655 1131 13 9947 
5853 6179 6712 9214 13 sı24 
15 1042 67% 13 
400 13 7001 
+ 3955 0,451 6754 3252 13 71%0 34 
5432 0329 6781 7220 1 7 > 
5611 6050 6705 3587 1 55 1 
2 400 954) 15 i4 30 
6245 0010 9,151 15 5132 2) 
LS30 IS 13 4721 
1247 6349 13 27 
1312 6562 13 9%, 
40914 6876 3146 13 3486 
0454 5053 9,451 6859 6632 13 3075 24 
0379 7385 6492 9707 15 20664 
518 2328 4024 IS+1 >} 
3732 6886 0942 0405 13 142720 
7061? 9,451 6955 7,02 13 I5 1 
212% 0511 13 019 
0572 S345 9703 12 9781 ii) 
1251 5602 07 0454 12 9360 15 
309L 0263 9,451 7020 8553 12 805 14 
8757 12 15 
7577 71140 6557 12 8135 17 
3275 7959 4492 12 7723 11 
1310) 2468 2215 42 7312 10 


2016 12 1077 07 
7122 8003 12 5066 06 


7135 465°) 


68570 9773 9,451 7147 0013 1243834 04 
0332 4207 7100) 4757 12 4432 03 
202 7452 7172 12 421 

+ 6052 6736 7185 3210 12 309 


0372 9353 


7197 6819 00 


23. 
= 
—— . 
3,5% 
3539 3.599 
O3 2250 3127 3,602 
04 3,470 2320 3.605 
3,008 
56 5,00 
1 37 303 
16 3.616 
16 39 3,619 
16 00 3.022 
9,451 15 Gl 360% 
15 62 3,028 
03 3,031 
15 8509 64 3.6034 
15 8157 63 3,037 
9,451 15 77,0 3. { 
15 33 2.543 
6063 0952 15.05 293,649 
20 3,511 6078 7492 15 3.052 
15 5716 71 3.657 
bi) 05 15 934 72 3,058 
15 73 3,661 
(05352 15 1481 3.663 
4013 15 3,667 
9,451 6171 8082 15 3057 3,670 
0187 1739 15 395 71 3674 
6302 4054 15 2334 3677 
6217 15 2422 3.68 
0255 15 ! =() 3,083 
6248 25 1509 60 3.080 
6:03 15 1153 6° 23,08 
6278 15 077 6, 83 309 
6293 15 0364 S4 3,09 
Co 05 3,099 
6338 5070 14 63 57 3% 
6353 379 14 62 3,70 
14 6b} 3711 
14 ) O1 3,718 3672 1838 9,451 7084 0597 120600 09 
14 Y2 3,721 6609 8130 997 627126459 08 
14 03 3,724 8632 8158 
14 64 3.728 1271 8798 
05 3,751 4017 6099 12 5254 
1 54 3 
12 53 97 3 
4500 43 3 
4180 51 U) 3 


372 2). Gudermann, Pot:nzial- Functionen Taf. IH. 


k = 97° k 
1 Dt. 1 1 ®.x+log.v. DA. 1 


00 3,747 0372 9254 0,451 7197 6519 12316 100 50 3,930 3154 0738 9,451 7763 2522 10 2021 50 


O1 3,750 2774 2676 9,451 7210 0015 122785 99 IL 3,934 3244 5499 9,451 7773 5145 12210 49 
02 3,754 62387 4150 7222 800 1223373 98 52 3,938 3406 2719 83 735 WL8 48 
03 3,757 913 1293 72334 5173 97 53 3,942 3010 5401 7793 1153 101387 47 
be 04 3,761 3652 1703 7246 7135 121550 96 54 3,946 4438 6047 7804 0540 100975 46 
05 3,764 7505 3052 7258 8685 1211399 95 99 3,050 5232 0461 7814 1515 100564 45 
06 3,768 1473 3091 0,451 7270 94 56 3,054 0550 0,451 78% 079 44 
07 3,771 5556 9650) 7283 0551 12 0516 05 57 3,058 7219 7897 7834 2231 9 074 43 
03 3,774 9757 0641 7295 086711004 92 58 3,002 8406 0357 7844 1972? 9929 42 
09 3,778 4074 4054 7307 071 11993 9 59 3,966 9854 7952 7354 1301 98018 41 
10 3,781 8509 7906 7319 026% 11 wsı 60 3,971 1474 7885 7864 219 098507 40 
11 3.785 3064 0534 0,451 7330 845 118670 s9 61 3,975 3238 3532 0,451 7873 8725 98006 39 
12 3,788 7738 0002 7342 S015 11 8258 Ss 62 3,079 5176 0454 7353 6821 Y 7654 38 
13 3,702 2532 4698 7354 6973 117846 87 63 3,983 7202 0392 93 505 0773 37 
14 3,7095 7448 3038 7366 4119 11 7# S6 64 3,087 9585 1276 703 1778 Yus6l 36 
15 3,799 2486 3527 7378 1553 117023 8) 65 3,092 2057 7225 912 56399 964035 
16 3,802 7647 4760 0,451 7359 8576 ı1 6011 84 66 3,096 4711 355% 0,451 7922 5089 96038 34 
417 23.806 2032 5423 7401 51857 116% 83 67 4.00 7547 5771 7932 1127 9562733 
15 3,509 8342 4204 7413 1337 11578 8 65 4,005 0567 0588 7941 6754 952115 32 
19 3,513 3578 0242 7424 7175 1537 81 69 4,009 3774 0017 7951 1969 94804 34 
20 3,816 9540 2236 7436 ©5552 11495 70 4,013 7167 5881 7960 677 94392 30 
21 3,820 5329 9335 9,451 747 7517 114554 79 71 4,018 0750 0810 0,451 7970 1165 93081 99 
99 3,824 1248 0702 7459 w71 114142 78 72 4,022 4523 2251 7979 5146 935669 25 
23 3,827 7295 5595 7470 6213 113731 77 73 4,020 8485 6067 8715 93158 927 
94 3,831 3473 3373 7451 9044 11 3319 76 74 4,031 %648 1946 7998 1873 9276 96 
25  3,83+ 9782 3497 7493 3263 11 ws 75 7 4,035 7003 4399 S007 4619 923355 95 
96 3,538 6223 5531 9,451 7504 GITL 11 2496 7 76 40 1556 1769 0,451 S016 6054 9123 94 
237 3,842 2797 9149 } 515 8667 11 085 Ta 77 4,044 6308 1731 8025 8877 9 1512 23 
98 3,845 9506 4123 7527 0752 111673 72 7S 4,049 1261 2%2 8035 0389 910 9 
29 3,549 635) 0338 532415 79 4,053 6417 1339 8044 1490 94 
30 3,853 3320 7788 7549 3687 11 0S50 7o SO 4,058 1777 7545 8053 2180 9 0279 90 
31 3,557 0446 6577 0,451 7560 4537 110439 69 Si 4,062 7344 0478 09,451 8062 2450 s0os0s 49 
32 3,800 7701 6925 7571 4076 11 0027 65 S2 4,067 31% 6049 2327 S 9456 18 
33 3,864 5005 0163 7582 5003 10 9617 67 83 4,071 0106 6429 SU 1783 s 045 17 
34 3.868 3530 3742 75093 46%0 10 9205 66 Si 4,076 5305 0060 SUSI 0828 8033 16 
35 3,872.0306 1227 7604 33235 18794 63 85 4,081 1717 6649 S097 s8222 45 
36 3,575 Ss12+ 2305 9,451 7615 2619 10 8382 64 SG 4,085 8346 6181 9,451 S106 7683 S 7810 14 
37 3,879 685 7784 7625 1001 7971 63 87 4,090 5193 8923 S115 5493 739 13 
38 3,583 4101 8506 7636 8972 10) 7559 62 Ss 4,095 2261 5425 812+ 2592 S 6987 1? 
39 3,8387 2443 5709 7647 6531 10 7148 61 89 4,009 9551 6532 8132 9879 S 6570 11 
JO 3,891 0842 0578 7658 3679 10 6736 60 00 4,104 7066 3384 S141 6455 5 6164 10 
4L 3,804 9388 4246 9,451 7609 0415 10) 6325 59 O1 4,109 4807 7423 9,451 S150 2619 8 575 09 
42 3,808 s0S3 8248 7679 6740 10 5013 55 92 4,114 2775 0402 8158 8372 8 5341 03 
43 3,002 6920 4164 7690 2653 10 5502 37 93 4,110 0979 4387 8167 3713 84950 07 
44 3,006 5026 3708. 7700 8155 15000 56 94 4,123 0414 1765 s175 8643 84518 06 
43 3,910 5075 873%) 7711 3245 14679 55 95 4,128 SUS+ 5248 S1S+ 3161 84107 05 
46 3,914 4370 1223 9,451 7721 79214 104207 54 96 4.133 6092 7884 9,451 8192 7268 8305 04 
47 3,9183 3837 319 7732 219 10 3856 53 97 4,138 6141 3059 8201 0063 S 3254 03 | 
4S 3,922 3451 7206 7742647 W344 52 08 4,143 5532 4507 8209 #247 828572 02 | 
49 3,926 3225 5578 7752 9491 10 3033 51 99 4,148 51608 6314 8217 7119 82462 01 | 
50 3,930 315+ 0738 7763 2524 50 100 4,153 5052 2927 8225 0581 00 


va 2: Mess. v— 2,00... 


eh, 


3 992 


3002 


5056 2927 


5185 0159 
5572 
6213 1625 
zıı1 
3270 0863 


9807 
1380 6405 
3336 7264 
5564 0122 
8065 4358 


S006 


()/59 


0843 


7243 2466 


26 0870 34853 


33 8813 


2 34985 


7 8300 


453 


4786 4659 


7266 
4845 


7542 


3404 


70 
4037 
0410 


3571 575 


HI 


0559 


7872 9280 


1107 
3319 
(1353 


01741 0372 


8825 3223 


1462 
2545 4794 
4471 5237 


6783 92 


6117 


255+ 8223 


0486 


5766 
9939 


2924 


00987 


4303 


9034 


7915 
Ss 1919 
57SL 2628 
2 8794 


ı 


9,451 
9,451 


0,451 


0,451 


0,451 


9,451 


0,451 


9,451 


9,451 


9,451 


Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. IIT. 


k 


8225 


8234 


8258 


s208 


s313 


s+t1l 


S+425 
S433 


Ss461 
S+75 


8405 


8560 
8567 

8573 
5579 
8555 


®%.k+lor.v. 


9581 
1631 
3270 
4498 
5314 


5719 


5713 


? 5295 


4466 
3226 


1574 


0511 
7037 
+151 
08554 
7146 


3026 


2667 
5256 


‚#34 


05506 
150) 
2033 
2154 


1864 
1165 
S526 


6501 


4244 
1486 
s317 
4735 
0742 


6339 
1525 
6300 
0663 
4615 


S156 
1255 
63.19 
8203 


a 


vr) 


N 


-1 


v=1..,000... 


2050 


1639 
1228 
045 
9994 


54069 
5057 
4645 
4254 
3523 


34112 
son 
258) 
2178 


1767 


9710 


99) 


5186 
4775 
4303 
3952 


3541 


3129 
2718 
2506 


1504 


1 
100 


99 
95 
97 
96 
95 


94 
93 
52 
91 
90 


s9 
85 
87 
S6 


83 
so 


73 


76 


/ 
13 


4.4411 2232 8704 
9128 9092 
6475 3382 
4278 274 
04097 


7263 


25453 


4,475 1278 


4.482 04809 0074 
4,480 6021 
4,4096 0363 2790 
1040 7705 


5911 
6120 0337 
8553 2818 
2119 


) 5925 9418 


21 


2580 


51093 4655 


4.579 0425 


7 { 45 
5902 


23 5589 S159 


4.631 5916 6530 
+.639 6803 8543 
4.647 S53E 


2.650 967 


4,004 0504 


4,672 7522 3616 
4,681 1915 9215 
4.689 7027 6505 


4,008 2800 8785 
4,706 9455 2559 
4,715 6796 7645 
4,724 4907 7200 
4.733 8298 
4,742 3493 1151 


UL46 


3535 


4,760 5325 


4,769 7496 3666 
4,779 0524 7141 
4,788 4420 4073 
4,797 9218 2753 
4,507 4917 0830 
4,817 1540 4455 


4,826 9106 #131 


36 7635 5519 


7140 9030 


yS", 


9,451 
0451 


0,451 


0,451 


9,451 


0,451 


0451: 


0,451 


9,451 


0451 


0,451 


s555 
8508 0758 
1415 
1067 
1505 
sH22 0031 
8627 00946 
8633 
8639 6742 
4525 
S65L 1503 
S650 
5400 
1536 
8073 7261 
8679 2575 
7477 
1908 
8706 2073 


8770 5395 


s7s1 248514 
8785 0161 
5427 
95 1252 
S799 6725 
1757 
6378 
ss13 0587 
8321 7770 


0744 
SS30 3307 
5450 
8838 7109 


8525 


0249 
0838 


1426 


9015 


0799 
0379 
1967 
0556 


0145 


4621 
4209 
3797 
3386 


2974 


2563 
2152 
1740) 


29 


13 


05 
06 
05 
03 


02 


00 


>’ # 
373 
00 2.153 50 6 1483 
0° 4,163 824? > 6 48 
03 3.108 6 47 
04 4,173 En 54 5 46 
05 3,178 55 4) 
06 4,18 0552 56 5 44 
07 4,189 37 5 4) 
03 4,1% u 38 5 42 
09 4.10 8348 59 s mm 41 
10 4,04 | 7937 60 4,510 2221 2203 5 30 40 
11 u 7526 61 4517 5.6059 39 
12 7114 62 4,5% 5 0548838 
13 4,220 6703 63 4531 5 6136 37 
14 2.2 8337 6292 64 4.539 5 575 36 
15 2,2030 34 5880) 5 5314 3) 
18 3,2% 3552 68 4.569 170 0710 s 080 32 
19 4,253 8374 8197 69 4,576 67272 3728 5 3668 
20 2431 70 4,584 3356 4671 5 32357 30 
0,451 8580 6354 4,502 0582 2537 5 sı 29 
4270 mm S36 7 5819 5 2934 28 
23 4,275 7 1 4, 8716 8253 5 2023 27 
24 4251 4,61 8722 0276 5 1613 
7 | 87277 1559 5 1wı 25 
26 7 1355 76 32 300) > 24 
27 4,208 5517 7 0044 77 8737380 5 23 
28 4,304 3495 03 78 8742 4259 4 22 
29 250 7 u 71 79 874728 4 
6 70 SO 8752 3772 20 
31 33200 69 si 5757 2027 8732 19 
32 4,327 6 8887 068 82 4 18 
33 4,593 8556 8809 6 8476 67 s3 S766 0084 4 zo 17 
34 4,339 S003 u 6 8065 66 s4 S77L 7805 4 75007416 
35 4.25 033 7053 65 Ss) 4 7039 15 
36 4,351 6 64 Ss6 6677 14 
37 4958 sun 6 6831 3 57 6266 | 
35 49301 S508 6 6418 62 ss 5955 12 
39 4370 6 67 61 5443 11 
40 4370 8522 6 5597 60 90 4,751 5032 10 
42 32380 8535 6 58 92 
43 439% u u s541 6 57 95 
44 4,301 6 36 94 
46 6 54 96 
47 + 6 53 97 
45 6 52 OS 
49 4,3934 51 ım Of 


9), Gudermann, Voienztal- Dunctionen Laf. 1]. 


k=". 
1 &.k+log.v. 1 1 Dt‘ 1 


00 4.846 7140 0030 9,451 8342 8528 100 30 5,539 8707 0139 9,421 89907 0651 1 03565 50 


Oo] 4.856 7648 4433 9,451 946 0507 99 945 4) 


4 

1 5,560 0706 1226 0,451 St 1037 
4.806 0176 88350) 6053 4 006 98 

3 

3 


5 

92 5,580 6990 9892 1 0534 48 
05 4,877 1745 2109 SS55 0049 97 5,601 7527 0345 0516 ı 9123 47 
4. S7 5377 0585 975 274 54 5,623 250 9991 004 ı 46 
4,895 0093 9548 8502 3 9) 5,645 2351 9374 
4.08 5018 0643 9,451 7370 3 94 56 5,667 7112 3260 9 MUS 6651 7589 44 
07 4,19 2875 7006 6321 93 97 560 177 
4,030 0988 6057 8874 4361 3 7029 92 35 5,714 2316 0189 942 WIT 7006 2 
0283 1339 8878 19% 7248 91 3) 5,738 3203 2413 913 9083 ı 65 41 
4152 0785 2175 SSSL 9208 3 6806 90 5,703 U221 0327 5739 1 0244 40 
li 4.003 2521 0041 9,451 8855 6014 3 65395 59 61 5,785 3400 7370 9,451 W17 1982 ı 5835 2, 
12 3,074 5521 0002 200 3 584 88 62 5,814 3157 1843 7815 1 5402 
135 4.085 0811 6528 8303 3 5573 S7 03 5,840 0541 1973 3237 1 5011 33 
|4 4,007 5423 4341 SS06 3906 3 5102 64 5,808 3532 4403 150 
15 2357 3479 OL2S 3 4750 85 63 5,596 9942 0699 923 2847 ı 35 
1 07 0,452 3378 130084 0b 5,0925 5419 4572 0,451 7035 1 3777 J4 
1; 350 217 3 | 83 6; 5,055 3950 4666 1 3306 33 
74 214 65 5,0806 1063 3509 927 4178 1 054 

ai 694 Su 70 6,050 1509 W751 
1441 9,451 14 3 2283 79 73 0,054 6072 9,451 W3L 1LS06 
107 8023 3743 1872 78 26,119 6087 2509 32 3526 1 Asus 28 
IN +5 77 7.3 06,156 2534 933 4831 1 0807 27 
121 1 707 3 1% 74 6,193 5060 1929 5731 1 0486 206 
134 4 124 3 73 1,233 0277 3731 W355 6217 1 75 253 
147 8 0,451 8 6,273 8408 3258 9,451 W360 6902 0 W063 24 
I 4344 487 80882 081 73 77 6,316 4095 4303 
28 17 ss03 2 9404 72 75 6,300 S613 0872 22 
) 8207 2 71 79 6.47 58515 027: 4048 8430 >f 
8947 719 2 70 S0 6,456 1717 5123 2478 20 
77 21 9,451 8050 57 2 69 Si 6,507 4651 2551 9,351 0497 0 19 
70 34 8053 30 52 6,561 5324 2310 0 7107 18 
7 1705 > 7347 83 6.618 5909 0807 5302 678 17 
34 411 48 8055 2.693 84 6,070 3155 0805 943 2088 0 0374 16 
35 773 syul 2 63 SI 6,743 Sö4L 8352 5903 15 
451 8964 2515 2 6113 6, 8b 6,512 S471 1464 9,451 004 4495 0 5552 14 
37 2 30 87 6,886 0551 4231 04770 541 13 
47 433 2 5391 6. 6,%6 9979 0140 9345 5118 0 4720 1? 
+1 21 2 4880 6; 7.054 0093 2508 4347 0 4318 11 
524 8174 2 4403 7,14) 3195 4806 +105 U 307 1U 
4570 9,451 80976 3069 2 487 7,253 6301 0330 9,451 0 340 09 
4° r.394 4549 1972 079 304 2 364 7,372 4631 7401 3947 1508 0 3084 OS 
3.535.408 8463 9850 2 325° 03 7,505 0046 0747 9947 0 07 
44 426 5407 0834 0907 2 2523 5 7,660 1453 0403 947 735 06 
+44 SUS 2 24 5) 93 7,842 4008 SIH 90947 9557 0 05 

0,451 8088 514 2 0 54 06 8,003 6104 5327 94519485 12355 0 1338 04 

4 sw 24 53 07 8,353 2035 9045 28750 107 03 
sum] 8734 2 372 US 8,758 7570 5848 3003 0 0016 02 
0703 51 05) 9,451 1435 948 4510 0 O1 
87 7 100 Imfnit, positiv, 4724 O0 


Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 


IV. 


der briggischen Logarithmen 


natürliche. 


Tafel 


zur Umsetzung 
ın 


1 2,302 5850 9209 26 50,867 2124 1785 51 117,431 8307 4270 76 174,006 4670 6755 
2 4,605 1701 8509 27 62,109 7975 1094 92 110,734 4248 3569 77 177,309 0521 0054 
3 6,907 7552 78098 28 64,472 38% 0383 53 122,037 0099 2868 78 179,001 6372 5354 
4 9,210 3403 7198 29 66,774 W76 9683 54 124.339 5950 2168 79 181.04 4053 
5 11,512 9254 6497 30 60,077 5527 8982 59 120,642 1801 1467 SO 184,206 8074 305 
6 13,815 5105 5706 31 71,350 1378 8232 56 128,944 7652 0767 S1 186,509 3925 327 
7 16,118 0956 5006 32 73,652 7229 7581 57 131,247 3503 0066 S2 158,811 9776 23551 
S 18,420 6807 4305 3 75.085 3080 6880 53 33,549 0353 0365 S3 191.114 5627 1850 
9 20,723 %58 3695 34 78,257 8031 6180 59 135,852 5%04 8665 S4 193.417 1478 1150 
10 23.025 85069 2994 33 80,5% 4782 5479 60 138,155 1055 706# Ss 195,719 7329 0439 
H 25,328 4360) 7293 36 S2,503 0635 4779 st 140.457 6906 7264 =) 108,022 3179 09749 
12 27,631 0211 1593 37 85.105 64184 4075 62 142.760 2757 6563 S7 00.324 9030 0048 
13 29,933 6002 0892 33 87.408 2335 3577 63 145,002 ? 12.6527 4881 8348 
14 32,236 1913 0192 39 S1S6 2077 64 147.3 14.030 0722 7047 
5 34,538 7763 9491 40 02,103 4057 197 05 14 30 l VD 207.232 4 3 6946 
16 36,541 3614 8700 41 93.105 127 66 151,070 3761 200,535 2334 6240 
1 39.1453 9465 42 3 5739 0575 67 154.273 012 211.837 5545 
18 41,446 5316 7389 43 90,011 1589 0874 63 156,575 7863 2360 93 14.140 4136 4845 
19 43,740 1167 6687 44 101,513 7440 9174 69 158,8 714 1659 04 216,442 9057 4144 
20 46,051 5088 45 103.610 3201 8473 70 161,180 9 0058 05 21875 3 3443 
2 43.354 2860 5287 46 105,018 0142 7773 1 163,483 5416 09258 06 221,048 1680 2743 
29 50,656 8720 4587 7 108.221 4095 7072 72 16 7 97 7540 2042 
23 52,150 4571 3886 43 ıu S44 06371 117 8857 08 225.653 3301 1341 
24 55,262 0422 3186 49 112.820 6005 5671 7 170,301 296: 6 0) 227,055 9242 0641 
25 57,504 6273 2485 30 115,120 2546 4970 75 172,693 8810 7455 100 230,258 5002 9940 


you 
=. 


376 24 Gudermann, Potenzial- Functionen Taf V. 


Tabelle zur Umsetzung der natürlichen 
in briggische. 


1 10,434 2044 S1% 26 11,201 6508 2948 31 22,139 0185 7707 
2 00,868 5880 27 11,7% 0510 1139 52 22,583 3130 5897 
3 01,302 8834 4571 28 12.160 2454 0329 53 23,017 6075 4087 
4 01,737 1770 2761 29 12,594 5390 7519 54 23.451 WW 2778 
> 02,171 4724 0052 30 13,025 5344 5710 95 23,886 15 0468 
b 02,605 7668 0142 31 3,453 1250 56 24.320 4900 8658 
7 03,040 0613 7332 32 13,897 4234 20% 37 24,754 7554 6849 
8 03,474 3558 5523 33 13,351 7179 0381 58 25,180 0799 5039 
003,008 6503 3713 34 13,710 0123 8471 39 25,623 3744 3229 
I0 04,592 9448 1903 353 15,200 3008 6061 60 230,057 6689 1420 


11 (4,777 2303 0004 36 15.034 4852 61 20,401 9633 

2 05,211 5337 8254 37 16,068 8058 3042 62 26,0% 2578 7800 
13 05.645 8082 6474 38 11.303 1003 1232 63 27,360 5533 59% 
14 16,080 1227 4665 30) 16,037 4847 09493 64 27,704 8408 41Sl 
15 06,514 4172 2555 40 17,371 7702 7615 65 28,220 1413 2371 


0.048 717 1035 4 17.806 0737 5803 28.003 4355 0561 
17 07,355 9255 42 Is, 30652 5094 23.007 7302 8752 
1S 017,517 3006 7420 43 18,074 6027 215+ 68 3,532 0247 60942 
15 (8.251 5951 5616 44 19,105 0572 0574 69 29,066 3192 5132 


45 i 543 2516 70 30,400 6137 3323 


(91 In+l 107 46 10,077 S4b1 6755 71 30,534 1513 
00,554 0187 47 20,411 8206 40945 31,269 9703 
>3 00,988 7730 8377 4S 20,840 1351 3136 73 31.703 789% 
24 10.423 W735 6568 4 21.280 42096 130 74 32,137 7916 6084 
10,557 300 4753 30 21,714 7240 32,572 4727 


T.ogarithmen 


78 


so 


S2 
Ss4 


87 
88 
90 


91 
92 
95 
34 
v5 


96 
97 
95 
99 
100 


33,006 3806 
33,440 675 

33,874 9095 
34,309 2040 


34,743 5585 


35,177 85530 
35,612 1475 
36,040 4410 
36,480 7304 
36,015 0309 


37,319 3254 
7,783 619 
38,217 0144 


35,052 2088 


39.080 5035 7 


39,520 7978 
39,%5 0023 
4,359 3868 
),S23 6812 


41,257 9757 


41,692 7702 
42,126 5647 
42,560 8502 
42,995 1537 
43,120 4451 


2405 
655 
SS45 
7036 


5226 


3416 
1607 
41797 


6178 


4308 
2558 
0749 


627 

4+02 
2652 
0542 


9052 


VI 


01 
02 
05 
04 
0> 
06 
07 
OS 
09 
10 


12 


1 


0,00495 
0,00980 
0,01455 
0,01920 
0,02375 


0,2820 
0,03255 
0,3680 
0.040953 


0,04895 
0,05655 


0.006375 


(4.6720 
0,070535 
0,07695 


0,9529 
0,03855 
009120 


0.093795 


0.009520 
0,09555 
95 


0,10605 
0,11055 
D.11220 


0,11375 


0,11520 
6.110553 
0,11750 
4,11895 
12000 


0,120095 
0,12259 
V.12320 


0,12375 


0,12420 
0.12455 
0,12480 
0,12495 
0,12500 


2 


0,02910 
V,03540 
0.04750 


6,956 40 
2.0510 
0,07360 


v,11310 
0,1204 


0,1 


0,13440 
014110 
0,1530 


0,16500 
417100 
0,17710 
0, 15240 


(15750 


19240 
0,197 10) 
0.201600 
0.205 
0,21000 


0,2135) 
0,21760 
0,22110 
0,22440 


0,22750 


0.230409 
0,233 10 
0,.23560 
0,2370 
0,24000 


0,24190 
0,24360 
0,24510 
0. 24640 
0,24750 


0,24840 
0,24910 
0,24960 
0,24990 
0,25000 
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0,01485 
0,02940 
0,04365 
0,05760 


0,07125 


0,08460 
0,9709 
0,1104) 
0,12255 


0,135) 


0,14685 
0,1564) 
0,160965 
018000 


0,19125 


20160 
0,21165 
0.2214 
0.23085 


0.2400 


6.248805 


0,2550) 
0,20565 
0,30885 


7 yıas 
0,32640 
0,33165 


0,3+125 


0.345060 
0,3465 
0,3554) 
0,35085 


0.360000 


0,30255 
0,36540 
036765 
0.36960 
0,37125 


0,37260 
0,37365 
0,37440 
0,57485 


0,3750 


Differenzen. 


4 


0,01980 
0,03020 
0,0580 
0,09500 


0,1120 
0,13020 
0,14720 
016380 


v.18000 


0,19580 
0,22620 
V,24050 
0.235500 


0,26880 
0,25220 
0.2950 
0,30780 


0), 32000 


33180 
0,3330 
0.35+20 


0,37500 


6,35480 
0,4030 
1, 41180 


142780 
0.435920 
044220 
0,44880 
0,2550 


0,46080 
0,46020 
0,47120 


0 47580 


0,45380 
0,4870 
0,492S0 
WW 


0,49680 
0,40820 
0,49% 
0.409980 
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0,02475 
0,04900 
0,0727 
0,00 
0,11575 


0,24100 
0,16275 


0.204759 


0.225000 


0,24475 
0,23275 


V, 30100 
0,31875 


6,35275 
0,3000 
(138475 


641475 


0.534175 
1,544 
0.552753 


0,56575 


0,57600 
0,58 279 
0,5800 


0,59475 


0,60475 
0,6000 
0,61273 


0,61875 


0,62100 
0,62275 
0,6240 
0,62475 
V,025W0 
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0,2970 
0,08730 
0,11520 
0,14250 


0,1530 


0,2200 


0,33930 
0.36120 


0.385291 
0,38250 


0,4520 
0,42330 
0,4420 
0,46170 


0,4800 


0,49770 


E 


1.641170 
0.6528) 


Yı 
0,69120 


0,73080 
0,73530 
0,73920 


0,74250 


0,74920 
0,74730 
0,74550 
0,74970 


0,03465 
0,10185 
0,1344) 


0,3150 


0,34 205 


r 


0,6198 ) 


{ 
0,67340 
0,6809 

0,7 
0,72U05 


0.761600 
0,77385 
0,78%40 


0,70025 


0,80640 
1 
0,8520 


0,54 


(,54665 
0.835785 


0,80025 


0.869409 
0,87185 
0,57360 
0,87408 
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0,0300 
0,11640 
0,15560 


0,22 
0,20440 
), 2760 


0, 


0,39160 
0,42240 
0,4524) 
0,4S100 


0,5100 


0,3700 
2, 56440) 


0,708540 


0,72900 


0.7500 


‚ 
4 
30) 


0,8400 


0,5704) 
0,597060 


0,91000 


0,0216 
0,5340) 
0,0240) 


0,6760 
0,07440 
0,0840 
0,0850) 


0,99360 
0,9640 
0,9984U 


48 


zıreiten 


0,04455 
( 13095 
0,17280 


0,21375 


0,25380 
0.290295 
0,33120 


0 50855 


0,450) 
0.440595 
0,4750 


0,54180 
4.573 


) 
01,74655 

77% 


tr, „405 


1,02375 


1, 3680 
1,4885 


1, 


1,0 
1 ,18855 


1.0520 
1,10207 
1, 10880 


1,11375 


1,11780 
1,1205 
1,1230 
1,12455 


1.1250 


95 
37 
96 


04 
03 
92 
91 


89 
S7 
sh 


ano on 


wo 
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0,19710 
0,22785 
0,25760 
11 0,2037 
42 
13 0,30585 050805 
14 0,42140 
16 0,4700 84 
- 
1; 6.405385 0,63495 
15 0,51600 0,66420 
19 0,931 0,69255 S1 
‘ 
21 0,49275 ,59130 
23 01,51445 0,0055 714 
31 0,7 1865 0,8550 255 69 
0,20 65 
> 
67 
J 0.506100 0,0732 65 
s6 
64 
3/ 63 
2 
41 0,72570 
4 > 
45 
44 
46 
47 
453 
49 
30 
2 
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Nexages, Sck. 


ol 0,324 

02 
05 0,972 
0-4 1,296 
0) 1,6 
0b 1,044 
0; 2,208 
502 
2.016 


10 


3,8 
15 4,21 
14 
15 
16 
1; „508 
1S 1,832 
19 6,156 
20 6,+ 


Centes. Sek. 


ol 


3.085042 
02 6,17284 
03 9,250%6 
04 12,34568 
053 
06  15,51852 
21,60494 
03 24,69136 
00 27,77778 
10 30,56420 


11 
12 
15 
14 
15 


16 
17 
15 
19 
20 


Sexagesimalsek unden. 


Sexages. Sek. 


20 6,4%) 
‘ 

21 6,504 
79 - 108 
7,12 
7,452 
n4 
7,776 
23 8,10) 
26 8,424 
8,748 
23 0,072 
9,396 
30 0,720 
31 10,044 
10,308 
3.) 1,502 

ii, 
3) 11,34) 

16) 11,064 
3 / ER 
38 12,312 
39 12,036 
+U) 12 


Sexages. Sek, 


40 


12,060 
13,254 
15,008 
13,032 
14,250 
14,550) 


14,94 


‘7 228 


„ 


60 


61 
62 
63 
64 
65 
06 
67 
68 


sr to 


> 


Sexages. Sek. 


10,440 80 
19,764 sl 
20,088 82 
20,412 83 
20,736 84 
21,000 85 
21,334 
21,708 87 
22,032 
22,356 
22,680 vu 


23,004 9 
23,328 92 
23,652 03 
23,976 34 
3,300 35 
24,024 36 
24,048 9, 
25,272 05 
25,59 
25,920 100 


Gentesimalsekunden. 


Centes. Sek. ,, 


33,05062 21 
37,03704 22 
40,12346 23 
43.209885 24 
+6, 2030) 25 
40, 38272 26 

27 
0990006 28 


58,641 


61,72540) 


Centes. Sek. ,, Centes. Sek. ,, 


64,51481 
67,00123 
08765 


77,16049 
80,246 
83,33333 
86,41975 
89,5 517 


92,59259 


31 
32 
33 
34 


3) 


36 
37 
33 
39 


40 


05,60701 
98,76543 
101,55185 
104,035727 


1l1,11111 
114,19753 
117,25395 
120,37037 


123,45679 


Centes. Sek. 


41 1206,54321 
120,62963 
43  132,71005 
44  135,80247 
45 135,88889 
46  141,07531 
47  145,00173 
48  148,14815 
49  151,23457 
30  154,32099 
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Tafel zur Umsetzung der Centesimalsekunden in 


Sexages. Sek. 


Vi 


25,0%) 


20,244 
20,568 
20,892 
27,216 


27,540) 


27,504 
23,188 
25,512 
28,530 
29,164 


20,484 
20,5% 
30,132 
3,450 


3U,78) 


2 


31,104 
31,323 
31,752 
32,076 
32,4 


Talel zur Umsetzung der Sexagesimalsekunden in 


UentesSek. 


157,4 
101,41383 
7 


169, 75319 


172,53951 
175,92543 
179,01235 
152,0577 
155,18519 


m 
41 
42 
45 
44 
45 U 
46 
47 
| 45 15,552 
49 15,576 5 
3,240 50 10,200 
11 3,564 51 10,524 
92 10,848 
553 17,172 
17,40 
33 
IS,144 
55 18,702 
5) 10,110 
60 10,410 _ 
51 
53 
53 
54 
>) 
56 
57 
35 
29 3) 
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Demonstration d’une propriete analogue a la loı de 
reciprocite qui existe entre deux nombres premiers 
quelconques. 


(Par Mr. G. Lejeune Dirichlet, prof. de math. ü Berlin.) 


Dans un mömoire qui vient d’ötre publi@ dans le recueil de la socict‘ 
royale de Gottingue, Mr. Gaufs a etendu le domame de lanalyse inde- 
termince aux expressions de la forme --uy—1, t et u dsienant 
des nombres entiers positifs ou nÖgatils. Ce grand gdomötre a reconnu 
üue les expressions de cette espece se rapprochent enticrement par leurs 
proprietcs des nombres entiers reels quelles eomprennent dailleurs comme 
cas partieulier. L’analogie qui existe ü cet Ögard est telle, que les Önoncds 
des connus relatifs aux entiers reels peuvent etre transportes 
pour la plupart presque litteralement dans la theorie des nombres ainsi 
vencralisce. I n’en est pas de meme des dömonstrations qui paraissent 
presenter de nouvelles diffeultes si Von excepte les trös simples 
qui derivent immediatement des notions fondamentales. Ziinduetion appli= 
quee a des questions d’un ordre plus eleve, a fait connaitre AMr. Gaufs 
une proposition qui ne le cede, ni en simplieit@ ni en 


Gcgance, au thdo- 
reme si celebre sous le nom de loi de r£ciproeitö, Qwant la demon- 
stration de ce nouveau theoreme, que Fillustre auteur juge sujette de 
srandes diffieultes, il la renvoie a um autre mÖmoire oü elle sera exposce 
avee celle d’une autre proposition plus gencrale, 
montrer dans ce mdmoire le theoreme dent il sagit par des considdra- 
tions fort simples et qui meriteront peut Ötre de Üixer un instant latten- 


tion par ce qwelles sont Egalement applicables & d’autres questions *). 


Je me propose de de- 


On peut, au lieu des expressions de la forme t--L«V —1, considerer celles 
de la forme plus generale a &tant sans diviseur carre, Les expressions 
de ce genre, considerees sans le m&me point de vue, donnent lieu des theormes 


analogues a celui qui fait l’objet de ce m&moire et susceptibles d’une demonstration 
toute semblable. 


45 * 
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J’enire en matiere en @noncant quelques definitions et en d&mon- 
trant plusieurs propositions preliminaires, qui se trouvent deiü pour la 
plupart dans le m&moire cite plus haut. 

Une expression de la forme g+hy—1, g et Ah designant des 
entiers reels, sans excepter zero, sera dit un nombre entier complexe. Hl 
rösulte de lü que les entiers rdels sont des cas particuliers des entiers 
complexes, Cette delnition posce, il m’est besoin d’aucune explication 
pour indiquer le sens que Von doit attacher aux mots divisibilit@ et con- 
gruence. De möme que tout nombre reel est divisible par +1, tout 
nombre complexe doit etre consider comme ceontenant les facteurs +1, 
+y—1. Un nombre complexe, sera dit premier lorsqwil ne peut 
decompose en deux faeteurs diflerens Tan et Tautre de +! et 
Voyons d’apres cela comment on peut reconnaitre si un nombre eomplexe 
2--hAy—l est premier ou non. Pour cela nous distinguerons deux cas 
selon que les deux termes g, 2 du nombre eomplexe sont ou ne sont pas 
Dun et lautre dillerens de zero. Le second de ces deux eas semble se sub- 
diviser; le terme subsistant pouvant tre reel ou le produit de Y—1 et d’un 
nombre rtel. Mais il est jacile de voir que cela revient au m@me, car si 
est premier, lest pareillement et r&eciproquement. Or, pour 
qu'un nombre reel 9, considere com mecomplexe, soit premier il faut d’a- 
bord qwil le soit aussi sous le point de vue ordinaire. Mais cela ne suflit 
pas; il doit en outre, abstraction faite du signe, etre de la forme 42 +3; 
car, sil avait forme #72 + qui entraine toujours celle-ci + il 
serait decomposable dans les facteurs e -dy—1 et c—dy—1. Reci- 
proquement, tout nombre premier rcel 9 qui, abstraction faite du signe, 
est de la forme 42-5, doit aussi considerE comme premier dans la 
theorie des nombres complexes; car sil’on avait 9=(c+dy —I)(e-fYr—1), 
on aurait aussi 9 = (c—dy —I)(e—fy —1) et par consdquent, en mul- 
tipliant, (+ equation impossible, 9 ne pouvant divi- 
seur de la somme de deux earres. Considerons, en second lieu, le cas ou 
aucun des deux termes de lexpression g Ay —1 ne s’evanouit. Pour 
quelle reprdsente alors un nombre premier complexe, il est necessaire 
et suffisant que g°+ 4” soit un nombre premier reel. Pour le faire voir, 
supposons g-+Ay—1 decomposable dans les deux facteurs ce et 
e+fy—1,;, sera le produit de e—dy—1 et de e—fy—1, 
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et lon troıve = (+ d’est-ü-dire egal a un nombre 
eomposd, Reciprogquement si g’-+A? est un nombre compose, —| 
est un nombre complexe &galement composdc. La chose est evidente 
lorsque g, 4 ont un facteur commun; si un pareil facteur m’existe pas, 


ma que des diviseurs premiers Soit p = --«d’ un 
de ces diviseurs, on aura == — e==—d? (mod. p) et par suite, en 
multipliant et transposant, (eg (mod. p), lon con- 
cetdh 


clud que le signe convenable, est entier. On a, diun autre cöte, 
= 


ch+dg 


pP 
C d h . . AR... 
que c’est-ü-dire, les signes superieurs et inferieurs se correspon- 


equation «ui exige Evidemment que soit entier en temps 


dant. Cela pose, il est evident que le quotient 


est un entier complexe et g —1 par consequent un nombre compos£, 
il est done prouv@ que, si A? est unnombre premier reel, g-- hy 


est nn nombre premier complexe, et röciproquement. 


Il rösulte de cette discussion quil y a des nombres premiers de 
deux especes dillerentes. Ceux de la premiere espöce se reduisent A un 
seul terme, et ne sont autre chose, abstrraction faite du signe ou du fae- 
teur +Y—1, que des nombres premiers reels de la forme 
plus de simplicit@, nous les supposerons toujours debarassds du facteur Y—1. 

Ceux de la seconde espece tirent leur origine des nombres premiers 
reels compos‘s de deux carres qui, ä lexception de 2 sont tous de la 
forme 42-+1. Si lon designe par c-+-dyY—1 un nombre premier de 
cette espece (ü lexception de ceux qui proviennent du nombre 2, et qui 
sont + I+yY—1), #L—y—1)) il est evident que les entiers reels 
c, d sont l'un pair, Tautre impair. Cela pose, nous considererons, pour 


plus d’uniformite, dans ce qui va suivre, d comme pair, ce qui est permis, 
car si d est impair, on m’a qua multiplier par Y—I1, ce qui donne le 
nombre —d+cey—1, qui est @galement premier et tellement lie au 
precedent que la comnaissance des proprietös de Tun sufit pour juger 
de celles de l'autre. 

Nous terminons ces pre@liminaires par la d@monstration d’un 
dont nous aurons besoin dans la suite. Les termes reels 4 et D, du 
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nombre complexe #{+By—1 £tant supposds premiers entre eux (ce qui 
exchid le cas ou Fun d’eux serait nul) et g+Ay—1 etant un nombre 
complexe queleonque, je dis qu'il existe toujours un nombre s entier rdel 
et tel quon it (mod. Z+-BY—1). 

En eflet, la congruence en «juestion revient ü cette &quation 

ou ü celles-ci 
—h=Ay+BP. 
La derniere est @videmment possible, 4 et b mayant pas de diviseur 
commun, et il est @galement manifeste que la premiere donnera ensuite 
une valeur entiere pour 
$. 2, 

Ges preliminaires poses, nous arrivons au veritable objet de ce me- 
moire, qui est de considÖrer les nombres complexes, en tant quils sont ou 
ne sont pas des rösidlus quadratiques les uns des autres. D’apres la delinition 
connue on dit que le nombre «+2 y—1 est ou n'est pas residu quadra- 
de selon quil existe ou quil n’existe pas d’expression 
telle we (ae soit divisible par 
Pour deeider si un nombre complexe est ou n'est pas re- 
sidu gquadratigue d’un nombre complexe compose, il suflit, comme lors- 
quil sagit de nombres reels, de eonsiderer les differens facteurs simples 
du diviseur. Nous supposerons done, dans ce qui va suivre que le divi- 
seur ou module #-+ Py—1 est un nombre premier. Pour commencer 
par le cas le plus simple, considerons un nombre premier 7 de pre- 
miöre espece, et proposons nous de determiner si «+ 1, expression 
nous non- divisible par 7, et daus laquelie peut ätre nul, 
est ou n’est pas residu quadratique de Attribuant dans lexpression 
üchacune des lettres 2 et u, les valeurs 0, 1,2, 3,2... 9—1, 
et exeluant la combinaison 0, 0, on aura 9’— I nombres dont nous de- 
sienerons Vensemble par (A). Cela pose, distinguons deux cas, selon que 
est ou n'est pas residu *) de 9, et commencons par l’examen 
du dernier. Li’ensemble (#) peut ötre partage, dans ce cas, en groupes 
composes chacun de deux nombres tels que leur produt 


*) Comme les residus quadratiques ou du second degre sont les seuls dont il 


soil question dans ce m&ınoire, nous supprimerons, pour abreger, le mot quadratique. 


— 


30. Dirichlet, thdoicıne sur les nombres complexes, 393 


(mod. 9). En effet, soit r#sy— 1 Tun queleonque des nombres 
s'y—1 celui qui soit former un groupe avec lui. Il faut done qu'on ait 
+ (mod. 9), 

c’est-ü-dire 

—ss'=a, rs’ +sr'==ß (mol. 9). 
On peut remplacer ces congruences par celles-ci 
=ar+ßs, = (mod. 7). 

Comme r?’+s” ne peut ätre divisible par 9 qui est un nombre premier 
4n-+-3, ces congruences sont possibles et leur r&solution donnera pour 
r' et s’ un systeme unique de valeurs positives et moindres que g. N 
est evident d’ailleurs, par ce qu'on a suppose, qu'on ne saurait avoir a la 
!"=0, s’=0,nir=r, ce qui sulfit pour montrer la 
possibilit@ de distribuer la suite (4) en groupes tels que nous les avons 
definis. Or ces groupes dont chacun est composd de deux nombres tels 


que leur produit = (mod. y), etant &videmment au nombre 
de 5; siensuit que le produit des nombres (A), que nous designe- 


vons‘ par X, satisfait a la congruence 


(mol.9). 

Venons maintenant au cas ou a +Pßy—1 est rösidu de g. N 
existe alors dans la suite (A) deux nombres tels «que le carr@ de chacum 
deux = #-+Pßy—1 (mod. 9). Si desigue deux par r+sy 
lautre sera g—r + (9—s)V—1. Ayant ötd ces deux nombres de la 


suite (A), les nombres restans pourront se em en groupes, d’ou lon 


2 —;5 
conelud que leur produit + (mod. 9). Comme on a, d’un 
autre eöte, 
(r+sY (mod.?), 


il viendra en multipliant: 


= —K (mod.p). 
Les deux cas que nous venons de considerer, sont compris dans cet Enonce: 
„On a =FK (mod. g), le signe superieur ou infe- 
„rieur ayant lieu selon que est ou n'est pas rösidu de 
Le signe superieur devant @videmment ötre choisi lorsque 1, 
3= 0, il s’ensuit qu’on a 
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ce qui est analogue au theorceme de Wilsen. On peut, ä'apres oela, 
remplacer Ä par —1 dans l'avant-derniere congruence ce qui donne cet 


enonee tres simple: 


I. „Ona (a =-+1ou—1 (mod, 9) selon uex +ßy—1 
„est ou n’est pas residu de 9.” 

Si l’on dösigne par +Pß’Y—1 une seconde expression non «divi- 
sible par g, on conclud immediatement de ce theoreme «que le produit 
(a Na est residu de 9, lorsque chacun de ces deux 
facteurs est rösidu ou non=residu, et qu’au contraire, ce produit est non- 
rösidu, lorseme ces facteurs sont Tun residu, l’autre non-residu de g. En 
etendant ce resultat a un plus grand nombre de facteurs, on trouve cette 
proposition: 

11. „Le produit d’un nombre queleonque de facteurs est ou n'est pas 
„rösidu du nombre premier 9, selon «que parmi ces facteurs il y a 
„un nombre pair ou impair de non=residus de g.” 

Ge thÖoreime a egalement lieu pour les nombres premiers de seconde 
espece, comme on ie verra plus loin. Hy a un theoreme plus simple 
Je theorcme ei qui remplit le objet. Pour l’etablir, considerons 
successivement les deux cas ou + yY—1 est et ou ce nombre n’est pas 
rösidu de g. Dans le premier de ces cas, on a 

= (t--uV—])’ (mod. 9) 
et par consequent aussi 
(t—uy—i)' «mod. op) 


d’ou l’on conclud en multipliant et en @levant ensuite la puissance 


ou ce qui revient au möme, en se servant du signe tres-commeode em- 
a? 92 
ploy€ par Mr. Legendre, 1. 


Supposons en second lieu que @+Py—1 soit non-residu de 7. 
On prendra alors deux nombres ( rcels) et tels we 
soit divisible par g. (L’existence de pareils nombres resulte d’un thdo= 
connu d’Euler. Z%. des nombr. 3'%** edit. vol. I. pag. 213.). 


Cela pose, on aura = —1 (mod. 9), et par consdquent 
On conelud de la que est non-residu 
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de 9, car, pour qu'il füt residu, il faudrait d’apres ce qu’on a vu dans le 


— 


premier cas, qu'on euüt Le produit 


(« == au — PP’ 


( 


sera done residu, et lon aura ( Or cette ex- 


a? a’? (2 
pression pouvant Öfre mise sous la forme (A) — |], onen 


conclud, en faisant attention a l’@quation = —1, quon a 


2 
—1. Les deux rösultats que nous venons d’obtenir, peuvent 


se reunir dans cet Enonce: 
IH. „L’expression «-+ßy’—1, qui est supposde n’ötre pas divisible par le 
„nombre premier 7 (de premicre espece), est ou nmest pas residu 


„de 9, selon que a +1 ou 


Il resulte de la comme en faisant successivement = 0, 
= 0, que tout nombre reel & est residu de 9, et quil en est de möme 
de toute expression imaginaire de la forme PyY—1. 

3 

Nous passons aux mogdules qui sont des nombres premiers de 
seconde espece. Designons par A+ By—1 un pareil nombre, (B £tant 
pair) par un nombre queleonque non divisible par 1 
et faisons, pour abreger, P designant un nombre premier 
reel 42 +1. Comme d’apres la definition meme du residu quadratique, 
«t+ßPy—1 est dit residu ou non-residu de 9, selon qu'il existe ou quiil 
n’existe pas d’expression 2+uy —1 telle que 
(mod. 4+By—1i), et comme, d’un autre eöte, on peut toujours trou- 
ver un nombre reel s qui satisfasse a la congruencee s=t+tuy—1, 
(mod. 4+ By —1), on voit que, ponr decider si a +ßy—1 est ou n'est 
pas residu de A-FBYy—1, tout se rdduit sayoir si la congruence 
(mod. 4+Py—1), adınet ou n’admet pas de solution. 
Pour voir de quoi depend sa possibilit@, remplacons la par cette equationu 
equivalente, ou ce qui 
revient au meme, par celles-ci 

—P=Ay-+BY. 
Multipliant ces dernieres par 4 et B, et ajoutant, il vieudra 
A®—Ada—BB = Po 
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On peut demontrer reeiproquement que, si la condition 


a lieu, est necessairement rdsidu de A+ByY—1. En effet, 
il est facile de voir que la condition supposde entraine cette dquation 
4° 
Or cette Equation pouvant mise sous la forme 
= B(BO+ß), 

et les nombres -#f, 5 n’ayant pas de diviseur commun, il faut que BO+ 2 
soit divisible par Faisons done =— AL. Mettant ensuite 
cette expression dans la derniere @quation, il viendra 49 


d’ou conclud 


On voit par que les deux &quations necessaires et suffisantes pour que 
soit residu de By -—1, resultent de la condition 


Aca+Bp\ _ (A 
| P ) 
Ayant ainsi prouvd que, si est residu dd 4-Py—1, ona 


P ei que 4a rFecıproque ac ga emen NOUS POUVONS 


A B, A A | 
en conelure que l’on a ( = ) ou — (2) selon que —1 


est ou n'est pas rdsidu dd ByY—1. Ce resultat peut se simplilier, 


si lon remarque que l’on a toujours (5) —= 1. Pour s’en convaincere, on 
consid@rera !’equation P= 4°+ et lon decomposera 4 en ses facteurs 


simples, en posant = les lettres g, g”.... designant des 
. [4 [4 . . 
nombres premiers reels impairs, positils ou negatils. I resulte immediatement 


de l’equation precedente, qu'on a = 1, d’ou lon conclud en appliquant 
un theoreme connu et, en se rappelant que P est de la forme 4-1, 


—1. On a pareillement (5) = 1, —= et lon tire de la en 


multipliant, (7 )= (5) —=1, ce quil sagissait de prouver. En 
profitant de cette remarque on peut modifier le resultat obtenu plus haut, 


comme suit: 


“) Th. des nombr. vol. I. pag: 240. 
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IV. „Le nombre y—1 suppose n’Ötre pas divisible par le 
„ nombre premier de seconde espece I+By —1, si lon pose P+P’—=P, 
„je dis sera ou ne sera pas residu d BY—-1, 


„selon que l'on a 11 ou —1.” 


Si lon pose e sera d’apres ce 


+1 ou —i, selon que «+Pßy—1 est ou n'est pas residu de I+-ByY —1, 

et aura Ja m&@me signifieation par rapport a @’+ß’yY—1. Multipliant 

ces expressions entre elles, remplacant 3° par P— 4° et faisant attention 
— pp) + + 


qu’on a — 1, il viendra Or cette 


derniere expression correspondant au produit 


on voit facilement que le theoreme II, subsiste egalement pour les nom- 


bres premiers de seconde espece. 
4 

Apres avoir fixd, dans ce qui preeede, les conditions qui doivent 
avoir lieu, pour quiun nombre complexe soit ou ne soit pas residu qua- 
dratiqne d’un nombre premier quelcenque, nous allons faire voir comment 
on peut en deduire l’expression la plus simple des caraeteres distinetifs 
des nombres premiers dont un nombre complexe donn® est residu. Mais 
xuparavant nous ferons remarquer, quil est permis de se borner au cas, 
ou le nombre donnd est premier ; car, s’il est compose, il resulte du theo- 
röme II. demontre plus haut que sa relation a um nombre premier quel- 
conque, dpend de celles de ses facteurs simples a ce m&me nombre premier. 

Nous eommencons par le nombre premier 1+y—1. Drapres Ile 
theorcme HE, cenombre sera ou ne sera pas residu d’un nombre premier 
de premicre espece 9, selon que l’on a (=) —1 ou 
dium autre cöte que le premier ou le second de ces cas aura lieu, selon que g 
pris positivement, ala forme 82 +3 ou celle-ci 82-47. Done I+ sera 
residu de tout nombre premier non-residu au contraire des 
nombres premiers de la forme Sr--7. Passons aux nombres premiers 
de seconde espece. Pour decider si I+y—i est ou n'est pas rdsidu d’un 
pareil nombre —1, il suffit, d’apres le theor&me IV., de savoir si l’on 


= )= +1 ou —1, ou l’on a fait, comme plus haut, P=.£+B:, 
49 * 
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Multipliant par 2, les deux membres de cette @quation, il viendra celle- ci 
2P = +(4—B}. 

le nombre impair en facteurs positifs ou 

negatils g, .... de sorte we A+B=g.g'.g".... On aura 


evidemment (2) = et par suite en vertu de la loi de reciprocitc, 


9) 
( )= (£) . Dun autre cöte, il resulte d’un theor&me connu que le pre- 


mier membre est +1 ou —1, selon que g a la forme Sr +1, ou celle-ci 
/ 
Sn+3. On a pareillement = (&) „ee... Faisant le 


g' 
produit, on obtient l’equation = +1, ou le signe supc- 


rieur ou inferieur doit etre pris selon que parmi les facteurs g, g’,g"',.... 
il y en a un nombre pair ou impair de la forme S2+3. Or il &vident 
que le produit + = aura la forme Sr+1, ou celle-ci 
Sn+3, selon que ce nombre est pair, ou impair. De lü et de ce qu'on 
a vu plus haut, resulte ce theoreme 

„It+y-—1 est residu ou non-residu quadratique du nombre premier 

„2 +By—t selon que a +b=+1, ou =+3 (mod. 5). 
On peut remärquer que cet Eenonce comprend ce que nous avons trouve 
plus haut sur la relation de 1+-y—1 aux nombres premiers de pre- 
miere espcce. Quant A la relation de 1—- Y—1 aux differens nombres 
premiers, elle se d“duit immediatement du theoreme precedent. 

Apres avoir termine ce qui regarde le nombre I +y—1, nous allons 
nous occuper des autres nombres premiers. Desiguons par y—1 un 
nombre premier de seconde espece (ß etant pair) et par BY —1 
un autre nombre premier de la m@me espece (B etant egalement pair), 
et proposons nous de fixer la relation que le premier a au second, 

Cette relation se determine par un theoreme tres simple et qui con- 
siste en ce «ne le premier est ou n'est pas residu du second, selon que 
le second est ou m’est pas residu du premier. Pour d@emontrer ce tlıdo- 
reme, faisons pour abreger, 1 resulte du 
theoreme IV., que @-+ßy—1 est ou n’est pas residu de A+ByY—1, 


selon que l’on a —= +1 ou —1. En echangeant les nombres 
et {+ entre eux, ce qui ne change pas l’expres- 
sion 12--BP, on conclud de la möme proposition me est 


ou m’est pas residu de «+Py—1, selon que lon a (: 
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ou —1. On voit par la que la demonstration du theoreme enonce plus 


En 


haut se reduit A faire voir qne l’equation a tou- 


jours lieu. Pour cela on fait le produit de p et de P. On trouve ainsi 
CGomme par hypothese, 4 et sont 
impairs, B et B pairs, /«+DBPß sera un nombre impair. Designant 
par 9, ses facteurs simples, on a 


, . I ye pP \ 
et l’equation precedente donne immediatement (2) = (—), d’ou l’on con- 


5 
5 


clud, en vertu d’un theoreme connu, = On a pareillement 


d’ou tire en multipliant 


ce quwil s’agissait de prouver. 

Il existe une reeiprocit@ analogue, lorsque les deux nombres premiers 
n’appartiennent pas l’un et lautre ü la seconde espece. Pour le faire voir, 
soient 9 et By —1 deux nombres premiers qui sont respectivement 
de premiere et de seconde espece. D’apres le theor&me IH. le second 


2 2 
sera ou ne sera pas residu du premier, selon que l’on a (= +2) — (=) —=+1 


1. U resulte d’un autre cötE du theoreme IV. que le premier sera 


ou 
Ad 
ou ne sera pas residu du second, selon que (2) — (2) =-+1 ou —|. 
Ces deux resultats combines avec Tlegalite qui derive diun 


theoreme connu, suffisent pour etablir la reeiprocit& Eenoncee plus haut. 
Il ne reste plus a considerer que le cas de deux nombres premiers de 
premiere espece. Dans ce troisicme cas, la r&ciproeite est @vidente puisque 
nous avons vu plus haut qu’un nombre reel queleonque est toujours residu 
de tout nombre premier de premiere espöce, Les trois cas que nous venons 
d’examiner, conduisant au resultat, nous pouvons “noncer le theoreme 
suivant qui est celui dont ila €&t@ question dans le preambule de ce m@moire. 

„Designant par et A+ByY—1 (PB et B etant pairs 
„et pouvant se reduire a zero) deux nombres premiers complexes, le 
„premier sera ou ne sera pas residu quadratique du second, selon que le 
„second est ou n'est pas residu quadratique du premier.” 

Berlin, au mois de Septbr. 1832. 
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31. 


Demonstration du theoreme de Fermat pour le cas 
des puissances, 
(Par Mr. Lejeune Dirichlet prof. de math. & Berlin. ) 


Si existe des nombres entiers f, u, v, propres ü satisfaire l’&quation 
il est manifeste que tout facteur commun d de deux d’entre eux, divisera 
ncessairement aussi le troisieme. On pourra done diviser chacun d’eux 
par ö, ce qui ne changera en rien la forme de l’@quation: d’ou lon con- 
elud, quwil est permis, pour prouver limpossibilit@ de T’equation (1.), d’y 
considerer les entiers /, v, v, pris deux ü deux, comme libres de tout fac- 
teur commun., Cela pose, ces entiers devront evidemment &tre supposds 
l’un pair, les autres impairs, et le nombre pair sera l’un de ceux que 
renferme le second membre. On voit aussi que si parmi ces nombres il 
y en a un divisible par 7, ce ne saurait €tre Z, puisque 7 ne peut jamais 
diviser la somme de deux carres premiers entre eux. L’“quation tant 
symötrique par rapport ü u et d v, nous pourrons supposer que, si parmi 
ces nombres il y a un multiple de 7, v se trouve dans ce cas. Transpo- 
sant le terme en u, l’equation se changera en celle-ci 
2. 
qu’on peut mettre sous cette autre forme 
Les nombres f, u ayant et@ supposes premiers entre eux, ?—u? et tu 
sont aussi sans diviseur commun; il en est de m&me de t!’— u” et 
car tout nombre premier diviseur commun de ceux=-ci diviserait 
"— u’ = tu, 

et par consequent aussi fu. Les nmombres tu et u” auraient donc 
ce meme diviseur commun, ce qui ne s’accorde pas avec ce qu'on vient 
de prouver. 11 resulte de la, si lon fait pour abreger 

r— u" tu — Pu +u) = 
que @ et qui sont @videmment Fun pair, Tautre impair, n’ont pas de 
diviseur commun, et Fon aura 


| 
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Nous distinguons maintenant deux cas, selon que v est ou mest pas divi- 
sible par 7. Si l’on suppose en premier lieu v non-divisible par 7, P ne 
le sera pas non plus. Il suit de lü et de ce que ® et ‘b sont premiers 
entre eux, que les deux facteurs du premier membre sont aussi premiers 
entre eux et par consequent egaux Pun et lautre ü des puissances. 
D’un autre cöte, lon eonclud d’un theoreme connu que la racine de la 
puissance impaire a la forme, g’+7 4? et l!’on prouve 
facilement *) que les entiers g, A satisfont “a l’equation 

(gthV 
ou il faut Egaler separement les parties rdelles et les coefliciens de V—'. 
Sans d@velopper cette expression il est @vident que la valeur qu'elle donne 
pour est divisible par 7. Mais etant Egal 4°) 
u)" + ne peut @tre divisible par 7, moins que £ ou u nme 
le soit, ce qui serait contraire ü la supposition faite plus haut. Il est 


done prouv@ que le cas, ou l’on suppose v non-divisible par 7, en m&me 
temps que £ et z, ne saurait avoir lieu. Reste A faire voir que lequa- 
tion (2.) ne peut pas subsister non plus, si l’on considere v comme un 
multiple de 7. En y faisant v—=7w elle deviendra 

Cest l’equation dont il s’agit de prouver Vimpossibilite. Sans compliquer 
la marche de la d@emonstration, nous pouvons, au lieu de l’equation 
cedente, traiter I’@quation plus generale 

les nombres ?, u €tant toujours supposds sans diviseur commun, et m, 
designant des entiers positils (sans excepter zero). 

En conservant toutes les d&nominations pr@c“dentes , l’&quation pourra 

etre mise sous cette forme. 

Gomme elle exige evidemment que soit divisible par 7, faisons 
nous aurons ainsi 


*) Pour prouver ce dont il s’agit, on peut s’y prendre a peu pres de la mene 
maniere dont nous avons demontr® un theoreme analogue (Vol. Ill. de ce Journal, 
page 359. 360.). Les theoremes I. (page 355.) et III. (page 358.) ainsi que leurs de- 
monstrstions subsistent egalement, lorsque a est negatif. Supposant, done a = —7, la 
demonstration s’acheve comme a l’endroit cit@; elle est m&me plus simple en ce qu’elle 
n'est pas compliquce de la conside ration des solutions, en nombre inlini, de l’equatiou 
 —au?=1 qui n’en a qu’une est 


| 
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Il est facile de voir que les deux facteurs 7’x et %’-+7(7?x?)’, dont le 
second est impair, n’ont pas de diviseur commun,. Il resulte de lä que 
l’quation precedente ne peut subsister moins Y+H7(TX) et 7’x 
ne soient le premier une 14""* puissance, le second le produit d’une pa- 
reille puissance par 2”7'*”, Quant ü la premiere de ces conditions, elle 
exige, d’apres ce qu’on a vu plus haut, qu'on ait 


oü les entiers 7, s sont premiers entre eux, l’un pair, l’autre impair et le 
premier de plus non-divisible par 7. On peut faire subir ü cette ex- 
pression une transformation semblable ü celle que nous avons eflectuce 
sur le premier membre de l’quation (2.), I sufit pour cela de rem- 
placer dans le premier membre de l’@quation (3.), Z et u respectivement 
par r-HIV—7 et r—sY—7. En operant ainsi, et en faisant pour 
abreger, 


c'est dire 


un 3 


ou ce «ui revient au meme, en multipliant les deux membres par 7%, 
= 2 

il est facile de faire voir que les trois facteurs 2.7’rs, R+7(4rs), 
Rt—7(4rs)', pris deux a deux, n’ont pas de diviseur commun. Hl est 
d’abord @vident que y a un diviseur commun, ce ne peut ötre ni ? ni 7, 
car les deux derniers des nombres en question sont impairs et non -divi- 
sibles par 7. Soit en second lieu p un nombre premier impair different 
de 7 et supposons quil soit diviseur commun de deux des expressions 
dont il sagit. On siapercoit, a leur seule inspection, que p sera facteur 
commun de rs et %, et en faisant ensuite attention “ la maniere dont 
lexpression /t est composce en r et s, il est evident qu'il est necessaire 
que p divise ü la fois r et s, ce qui est absurde, r et s “tant premiers 
entre eux. Nous avons vu plus haut que 7°% devait @tre une 14" puis- 
sance multipliee par 2” 7”; Je premier membre 7°x? de la dernicre 
equation sera done le produit d’une puissance du m&me degre et de 
79, A rdsulte de lü et de ce que les trois facteurs du second 


l’on obtient 
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membre sont premiers entre eux, que les deux derniers sont des 14" 
puissances, et que le premier est le produit d’une pareille puissance et de 
On aura donc 
2,7’ ZU R-+7(4rs)’ = R—i(4rs)' —u'*, 

Il est facile de voir qu’on peut mettre le second membre de la premiere 
de ces @quations sous la forme v"*, ou dösigne un entier posi- 
tif ou zero. Lorsque nz diflere de zero la chose est @vidente: dans le cas 
ou 2a=W, il faut pour que le second membre puisse ©tre “gal au premier 
membre divisible par 7°, que v‘ soit un multiple de 7. Mettant en con- 
sequence 7 v‘ a la place de v’, le second membre prendra encore la forme 
supposce. Nous pouvons done remplacer la premiere des “quations 


eÖdentes par celle-ci: 
Prenant ensuite la diflerence des deux dernicres, comparant et posant, 
pour abriger v''—=w/‘, il viendra 
— 
Cette mation dans larmelle 2° et u’ n’ont pas de diviseur commun, est 
entierement semblable Y'equation (5.) dont elle derive. Seulement, les 
entiers 7’, u’ qui y entrent, sont beaucoup plus petits que leurs analogues 
t, u dans l’equation (5.). On est em droit de conclure de la, ü la manicre 
ordinaire, que Fequation (5.), et par consequent aussi l’@quation (1.) ne 
saurait avoir heu, 
Berlin au mois d’Octobre 1832. 
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32. 


CGonsiderationes generales de transcendentibus Abelianis. 
(Auct, Dr. C. G, J. Jacobi, prof. math. Regiom. ) 


1. 


Denotante X functionem variabilis x rationalem integram quarti ordinis, 
demonstravit oim Eulerus, transcendentes huiusmodi: 
x 
gaudere proprietate singulari, ut posito 

ipsa @« e x et y algebraice inveniatur. Quo theoremate, advocata trans- 
formatione transcendentis Il(x), a Cl. Landen detecta, superstruxit Cl. 
Legendre amplam theoriam, quam hodie nomine fheoriae functionum 
ellipticarum usurpamus. Neque tamen harum transcendentium indoles atque 
natura plane pernocsi poterat, considerando hanc solam transcendentem 


Il(x) sive etiam generaliorem hanc 


U.” 


in qua f(x) functio ipsius x rationalis est, sed considerari debuit functio, 
cuius ipsa Il(x) inversa est, sive considerari debuit intervallum x ut 
Junctio integralis Il(x). 

Etenim si analogiam functionum trigonometricarum respieimus, in 
quas casu speciali functiones ellipticae abeunt, etiam hie videmus, posito 


> dx 
= /, vi1—xx)? 


considerari ab Analystis intervallım x tanquam functionem integralis u, 
cui nomen s’2us tribuunt. Quam functionem sceimus proprietatibus gra- 
vissimis gaudere, quae eius usum et applicationem per totam analysin fre- 
quentissimam reddunt. Quippe quae, ut de aliis taceam, pro quolibet va- 
lore argumenti u valorem unicum ac determinatum habet; evolvi potest 
in seriem secundum dignitates ipsius z progredientem, quae pro omnibus 
argumenti valoribus et realibus et imaginariis convergit; discerpi potest in 
factores lineares, qui determinantur valoribus ipsius z, pro quibus functio 
evanescit; denique gaudet illa proprietatibus omnibus functionis Ipsius 


32. C. G. J. Jacobi, considerationes generales de transcendentibus Abelianis, 395 


u rationalis integrae. E contra functionem u considerant analystae tan 
tum ut inversam functionis x = sin(u), dicentes eam esse, cuius sinus — x 
aut scribentes u=arcus sinus x; neque ea functio ullo modo evolvi 
potest in seriem semper convergentem, neque determinata est, sed nume- 
rum valorum infioitum habet, quippe cuius eadem est natura atque radieis 
aeguationis algebraicae ordinis infiniti, u=sin(x). Unde nee nomen nee 
signum peculiare ei tribuere, idoneum putabatur. 

Eodem plane modo comparatum est de transcendentibus elliptieis 
sive de transcendentibus Il(x) = u, quoties X ascendit ordinem quartum. 
Etiam hoc casu functio II(x) nullo modo evolvi potest in seriem semper 
convergentem, neue valorem determinatum habet, sed numerum adeo 
valorum duplieiter infinitum. Contra vero, quod a nobis in Fundamentis 
novis theoriae functionum ellipticarum factum est, ubi exhibita transcen- 
dente Il(x) sub forma simpliciore, ad quam Cl. Legendre eam revocav it: 


u == Il(2) = 


consideramus armplitudinem tamquam functionem integralis functio- 
x quam hune in modum exhibemus: 

x = sinam(z), 

gaudet proprietatibus omnibus functionis rationalis fractae. Quippe spec- 
tari potest functio illa tamquam fractio cuius et denominator et nume- 
rator sunt functiones rationales integrae ordinis infiniti, quas et ipsas ut 
transcendentes novas valde memorabiles in analysin introduxi.  Evolvi 
possunt functiones illae in’ series rapidissime convergentes pro quolibet 
argumenti u valore sive reali sive imaginario; discerpi possunt in laetores 
lineares, qui facile determinantur valoribus ipsius z, pro quwibus funetio 
x=sinam/u) aut evanesecit aut in infinitum abit. Ipsa tandem Tunctio 
x = sinam (u), ut de aliis taceam, gaudet proprietate, qua ante omnes trans- 
cendentes hactenus notas excellit, periodo duplici et reali et Iimaginarıa 
Quemadmodum enim functio trigonometrica siu(u) periodo reali gaudet, 
ut cuius valores erescente zu, inde au == eodem ordine redeunt, sive 
cuius valores mutato u in u+21I immutati manent; quemadmodum func- 
tio exponentialis ce“ periodum imaginariam habet, ut «ae mutato u in 
u-+2lIiy—1 et ipsa valorem non mutat: ita, ex observatione a nobis- 
met ipsis et Cl. Abel facta, functio elliptica sin am(z) valorem non mutat, 
mutato u et in u+4K, et 2X y—1, designantibus Ä, A’ inte- 
0 * 


336 3%. C.G.J. Jacobi, consideraliones generales de transcendentibus Abelianis. 


gralia delinita, 


2 dp ? dp 
Jo V(l—z°sin?’g)? o V (cos?p-+-z*? sin’g) 

Quibus de causis nos et Cl. Abel arbitrati sumus, artem analpyti- 
cam magna incrementa capturam esse, introdueta hac nova functione 
x=sinam(u), cuius ipsa transcendens v=I1(x) est inversa sive una aliqua 
e radieibus aequationis algebraicae «= sinam (u), quarum numerus dupli- 
citer inlinitus. 


2. 

Theorema Eulerianum, de quo diximus, a Cl. Abel mirum in mo- 
dum amplilicatum est, videlicet ad casus onmes extensum, quibus funetio 
X, quae in integralibus ellipticis tantum ad ordinem quartum ascendebat, 
functio est quaelibet integra rationalis. Ut a casıu simplieissimo post eum, 
de quo supra egimus, ordiamur, desisnante X functionem ipsius x integram 
rationalem ordinis quinti aut sexti, sit 


A+A,x)de 


proposita aequatione: 
= 
demonstravit Cl. Abel, ipsas @, 5 e quantitatibus x, y, z elgebraice deter- 
minari posse. 
Generaliter autem, designante f(x) =X functionem ipsius x inte- 

gram rationalem ordinis euiuslibet Im” sive (Am—-1)', posıto 

— 


demonstratum est a Cl. Abel, dato numero m valorum variabilis «: 


Hay 
ex illis algebraice determinari posse m—1 guantıtates 
tales, ut satisfaciant aeguationi transcendentali: 
—II(a) + 
Et invenit Cl. Abel ipsas a, Am, radices aeyuationis alge- 
braicae ordinis (m—1)", cuius coeffieientes singuli per 
atgueYX, V An, rationaliter exhibentur, siguiden X, = 


#e. 
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De quo theoremate facile etiam sequitur, dato numero quolibet 
valorum ipsius x, summam transcendentium Il(r), quae ad valores illos 
datos pertinent, semper exprimi posse per numerum 72 —1 transcenden- 
tium Il(x), quae perftinent ad valores ipsius x e datis algebraice deter- 
minabiles. 

Theoremati antecedenti ut monumento pulcherrimo ingenii admira- 
bilis morte praematuri abrepti theorematis Zbeliani nomen imponere pla- 
cet. Ipsas etiam transcendentes II/x) casibus, quibus X ultra ordinem 
quartum ascendit, Zranscendentes Abelianas vocare lubet, ut quas ante 
illum nemo consideraverat. Quas Cl. Legendre etiam idoneo nomine 
hyperellipticas appellat (fonetions ultra-eiliptiques) *). 

3. 

Casu quo v=1l(r) est integrale elliptieum sive X tantum ad or- 
divem quartum ascendit, docet theorema Kulerianum, siquidem viee versa 
x=X(u), funetionem A(z +4), cuius argumentum est binomen ut‘, 
exhiberi algebraice per functiones A(z), A(u‘), quae ad singula nomina 
u, u’ pertinent, sicuti de functionibus trigonometrieis in elementis propo- 
nitur, Jam rogo et, quaenam sint casu generaliori functiones illae, qua- 
rum inversae sunt transcendentes Abelianae, et guomodo de hisce exhi- 
bitum audiat theorema Abelianum. 

Theorema Eulerianum exhibet a/gebraice integrale completum aequa- 
tionis dilferentialis primi ordinis inter duas variabiles, quae in acquatione 
differentiali separatae sunt, 


in qua, designante f(x) nd A rationalem ordinis quarti, 
X=f(x), Y=f(y). Jam rogo, guaenam sint aequationes differentia- 
les, guarum integralia completa algebraice exhibeat theorema Abelianum, 


*) Cl. Abel commentationem de proprietatibus singularibus integralium functio- 
num algebraicarum iam a. 1326 Academiae Tarisiensi exhibuit, quam Illustris Aca- 
demia eruditorum alienorum ıinserendam decrevit. Quarum tamen 
publicatio cum in dies proferatur, valde obtandum esset, ut Illustri Acedemiae inter 
ipsas eius comımenlationes eam exhibere placeat, vel si forte usus vetat, ut parli cerle 
historicae commentationum inseratur. Quamquam pietatis quodammodo foret, honorem 
et insuelum tribuere memoriae juvenis eximii, cui ipsos honores Academicos prae- 
celusit fatumn irrevocabile. Quod, dum Parisiis agebam, a Cl, Fourrier precibus 
meis concessum, ulinam, mortuo viro excellentissimmo, ällustris eius successor ratum 
facere velit. 


32. 
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4. 
Ordiamur rursus a casu simplieissimo transcendentium Abeliana- 
rum, eum dico, quo functio X tantum ad ordinem quintum aut sextum 
ascendit. Sit 


x: dz 


ac ponafur: 
== v, 
considero x, y ut functiones ipsarum w, v, ac pono: 
x =ı(u,v) 
= \,(u,V) 
Quas functiones 
Au,v), Alu,v), 
quae ab argumentis duobus z, v pendent, in analysin introducamus necesse 
est, si analogiam funetionum trigonometricarum et ellipticarum etiam in 
funetionibus Abelianis seryare placet. 


Jo vx 


Posito, ut supra, 


Il(x) = 


sive 


= +4,0,(@), 
docet theorema Abelianum, aequationis 
solutionem dari algebraicam, sive @, 5 per quantitates x, ülgebraice 
determinari posse. At observo, problema determinandi ipsas a, 5 e datis 
quantitatibus x,y, indeterminatum esse, ideoque theorema Abelianum 
ita propositum nihil aliud docere, nisi e solutionibus innumeris aequatio- 


nis propositae: 

unam extare algebraicam. Jam vero observo, relationes illas algebraicas, 
a Cl. Abel exhibitas, quarum ope a, 5 e quantitatibus x, y,s determi- 
nantur, nullo modo pendere ab ipsis quae alliciunt numeratoren: 
fraetionis, cuius integrale est transcendens Il (x). Unde eaedem aequatio- 
nes binae algebraicae inter x, y, z, @, b propositae utrique simul satisfaciunt 


aequationi transcendentali: 
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= 
Quibus' aequationibus duabus simul propositis, iam a,b e quantitatibus 
y,z omnino determinatae sunt. Itaque theorema Abelianum, si 
vim ac naturam recte perspicere velis, in modum sequentem proponi debet. 


Theorema. 
„Designante X functionem ipsius x integram rationalem ordinis 


„guinti aut sexti, sit 
x x 
„propositis duabus simul aeyuationibus, 
„yuantitates a,b e dalis guantitatibus x, y, z algebraice determinantur. 
6. 

Theorema antecedens facile ad eum casum extenditur, quo summa 
quatuor sive euiuslibet numeri transcendentium per summam binarum ex- 
primatur, quarum argumenta ab illarum argumentis algebraice pendent. 
Consideremus casum, quo summa quatuor transcendentium per summanı 
binarum exhibenda est, theorema Abelianum, ad eum casum applicatum, 
rursus docet, propositis duabus simul aequationibus, 

quantitates @, e datis quantitatibus x, y, x’, y’ algehraiee determinari. 

Ponamus jam: 


= u), 


unde e duabus aequationibus 
E notatione autem supra explicata ex his aequationibus habemus vicissim: 
=ıMu,vV), y=ı(uv), 
Al v'), y = (u, v'), 
= ıu+u,v+vV),, 
Ouibus de funetiombus novis Au, v), A, (u, v) iam proponimus hoc 
theorema, in quod theorema Abelianum abit: 


porro 
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Theorema. 


„Designante A funetionem integram rationalem ordinis quinti 
„aut sexti, ponatur 


do 
—— = (x); 
„sızl porro 
x = Au, v), \,(u, v)' 


„functiones tales argumentorum u, vd, ut simul sit: 
„gzaudebunt functiones illae 
A lu,v) 

„proprietate ei simili, quae de functionibus trigonometricis et elliptieis 
„in elementis proponitur, ut functiones illae argumentorum binominum 
utu, v‘ 

„algebraice exhibeantur per functiones, guae ad singula nomina 
/ 
u, v; u, v 
„pertinent; sive ut functiones 
Kufu,vtv), Alutu, 
„algebraice exhibeantur per functiones 
\ / 
(wv), Alu,v) 
Alu, 
Thesrema autem generale iam ita audit. 


Theorema generale. 
„Designante X functionem ipsius x rationalen integram ordınis 


„(Qm—1)" aut sit 


dx 
= (x), = - = 


x 


‚guibus positis, statuantur m—1 functiones 


„guae singulae a guantitatibus m—1 seguentious 


„ıita pendent, ut simul habeaniur aegquationes: 


u 


Il 


u, 
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„sintque functiones tllae: 
we 
„gaudent functiones illae proprietate eadem, yuae de functionibus tri- 
„gonometricis et ellipticis valet, ut illae pro argumentis hinominibus 


„exprimantur algebraice per functiones easdem, guarum argumenta sunt 
„singula nomina 

„algue 
„sive ut functiones 


„exprimantur algebraice per 


„atgue 


u, 
Observo, functiones quaesitas e datis inveniri ope aequationis algebraicae 
ordinis (n—1)", quae generaliter assignari potest per theorema Abelianunm. 


8. 
Theorema Eulerianum exhibet integrale completum algebraicum 


acquationis differentialis primi ordinis inter duas variabiles, in qua varia- 
Crolle's Journal d. M. Bd IN. Hit. 4. 
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biles separate sunt. Theorema Abelianum exhibet nm — 1 integralia com- 
pleta algebraica (id est, quae 2 —1 constantes arbitrarias involvunt), 2 —1 
acyquationum differentialium linearium primi ordinis inter variabiles ‚„ in 
quwbus singulis variabiles illae separatae sunt. Ordiamur rursus a casu 
simplieissimo transcendentium Abelianorum, quo X ad quintum aut sextum 
ordinem ascendit. 

Eo casu aequationes duas transcendentales: 

N) 

scimus per theorema Abelianum, locum tenere duarum aequationum alse- 
braicarum inter quantitates quinque x, 2, @, b. Consideremus ipsas @, b 
ut constantes; difierentiatis aequationibus propositis, omnino abire videmus 
ipsas @, 5b, quae igitur in aequationibus transcendentalibus sive in aequatio- 
nibus algebraicis, «wuae earum locum tenent, sunt constantes arbitrariae. 
Hinc fluit theorema sequens: 

Theorema. 

„Sit Six) Sunetio rationalis Integra ipsius x ordinis guinti aut 
„aequationes duae difjerentiales lineares primi ordinis inter tres varia- 
„biles, in quibus singulis varlabıles &, Y, z, separalae sunt, 


ds dy dz 
vdy zdz 


„dua habent integralia completa algebraica.” 

De transcendentibus Abelianis ordinis proxime insequentis simili 
modo theorema hoc habetur, 

Theorema. 

„Sit f(x) funetio rationalis integra ipsius # ordinis septimi aut 

„oetavi, sit porro 
fw=W, [y)=Y, 

„aeguationes tres differentiales lineares primi ordinis, inter variabiles 
„guatuor, in quibus singulis variabiles w, &, 2, separatae sunt, 


dw da dy dz __ 
vr tvxtvrtvz”% 
w dw x da ydy zdz 


vr 
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„tria habent integralia completa algebratca.” 

Quae theoremata facile ad numerum quemlibet variabilium et aequa- 
tionum differentialium extendunfur.  Ipsa integralia eompleta alsebraica 
generaliter suggerit theorema Abelianum. 

Novimus, olim Ill. Lagrange in commentationibus Academiae Tau- 
rinensis, ab ipsa aequatione dilferentiali inter duas variabiles profectum, 
per methodos directas integrationis ad ipsum eius integrale eompletum alge- 
braicum ascendisse, atque ita methodo nova ac singuları demonstravisse 
theorema Eulerianum, quod ei tantam ipsius Euleri exeitavit admirationem. 
Ita etiam operae pretium fore eredimus, duarum illarum aequationum dif- 
ferentialium inter tres variabiles dua integralia completa algebraica, sive 
generalius 2 — aequationum illarum dilferentialium inter m variubiles 
m-—-1 integralia completa algebraica per methodos directas integrationis 


investigare, atque ita nova nee minus singuları demonstratione theorena 
Abelianum adornare. 


Regiom. 12. Julii 1832. 
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33. 
Über den Ausdruck = —logi. 


(Vom Herrn Dr. Schellbach zu Berlin.) 


I. ist 


m—i np—i—(a+p)i’ 


wenn 
oder (n—n)(m—p) = m’-+1. 

Man hat also 

nti , 

wenn 

'oder 


3. (m—n)(m—p) = m’+1, 
Aus dieser Formel ergiebt sich der Werth von p, wenn m und n 
beliebig angenommen werden. Auf gleiche Weise lälst sich log, + wie- 


der in log los zerfällen, wodurch log" in die Summe dreier 
< r—ı — 


ähnlicher Logarithmen aufgelöset wird, und man übersieht leicht, dals 


allgemein : 


in denen 2, 2, 9, 4, ©, beliebig sind. 
Da I, so erhält man: 
Setzt man in den Bedingsgleichungen (5.) die Größen r=1 und 
n==N, so kommt N oder p=35, und daher: 


m-+-i ni uti v-Li 
wenn die Gleichungen statt finden: 
| 
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_ 


Nimmt man wieder m =1 und n eg r=5 an, so erhält 
man nach einander N=3, P=7,0=% und R=—.239, folglich 


„fi 1 1 
| 239 3.239: 
Wenn man m=5 und n=p= 10 setzt, so wird P= 515, 
und log. verwandelt sich durch diese Werthe in log! + lo: 
folglich geht die vorige Reihe für r über in: 
TE 1 
1 


1 
(5: ) 
Wird log -— dureh [72] bezeichnet, so lassen sich aus (3.) fol- 


gende ableiten: 
Eine gehörige Zusammenstellung dieser Gleichungen giebt: 
= 
5[8] + 2[18] #3[57] = 5113] + 51211 #211 + 2123] #357]... 
wodurch sogleich ebensoviele Reihen für = entstehen. Die weitere For:- 
setzung dieser Gleichungen wird, bei geschickter Auswahl, noch viel con- 
vergentere Reihen für liefern, 
II. Denkt man sich in .Y(1) bis die Größsen m, nz, 
mit dem Factor ö behaftet, so sieht man sogleich, dafs 


6. log — p—r’ 
wenn 


oder 9. (m—n)\(m—p) = (m+1)(m—1), 


— —log log . 
2 3 o 33: 
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und dafs ganz allgemein: 


— 1?’ 
wenn 
nm —1 Np—1 Po—i Tu—1 Uv—i1 


m+1 


Bezeichnet man wieder los - 
O 


durch [72], so können aus (8.) die 
Gleichungen gezogen werden: 


[#1] = [49] + [251], 149] = [155] + [1449], 1971 = 199] + [4801|], 


[244] = [251] + [8749}, 
oder, was dasselbe ist: 
1 i 
log? + 2log53— 310g5+ log’= (+ 37 5351 
1 

Slog?— 2log3 —2iog5 + log7= +3 
1 
Slog?+ log3-+ ?2log5 —4log7 = — + +...) 


log2+7log3 —4log5 — lg7=— 3.8790: T 5,87 

Aus diesen 4 Gleichungen werden die Logarithmen der 4 Primzah- 
len 2, 3, 5, 7 durch stark convergirende Reihen gefunden. Die Zusam- 
menstellung solcher, obgleich auf anderem Wege erhaltener Reihen, ist 
bekannt. Je mehr Logarithmen man auf einmal berechnen will, desto 
eonvergentere Reihen lassen sich anwenden. Um z. B. die Logarithmen 
der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11 zu finden, könnte man sich der Gleichun- 
gen bedienen: 

[199] = [244] + [1079], [97] = [99] + [4801], [769] = [881] + [6049], 
[244] = [251] + [5749], [197] = [199] + [19601]. 

Es kommt bei diesen Zerfüllungen darauf an, 2 und z so zu wäh- 
len, dafs sowohl nm +1 und +1, als auch —n ein Product der Prim- 
zahlen ist, deren Logarithmen berechnet werden sollen. 

Durch die Gleichungen (10.) kann man auch für einzelne Loga- 
rithmen sehr Reihen erhalten, B. 


\ 

lug?=2 

| 
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34. 
Note sur le theoreme relatif A une certaine fonction 
transcendante demontre dans No. 22. cah. 3. 


du present volume. 
(Par Mr. F. J. Richelot, prof. en math. a Koenigsberg. ) 


Lie thiordme de Mr. Abel, qui se trouve exposed page 200, du quatricme 
volume embrasse de nouvelles transcendantes en si grand nombre, dont 
les proprietes sont si remarcjables et diverses, qu’on doit s’ellorcer les 
reduire a un nombre aussi petit que possible. C'est pourquoi il faut re- 
marquer, que lintegrale de Mr. Minding se ramene aux fonctions ellip- 
tiques de la premiere espece, tout comme le thdor&me @noned n’est autre 
chose, que le th@eorcme sur Yaddition de ces m@mes fonctions. Mr. Le- 
gendre a donn@ plusieurs substitutions, pour ramener la plus g“ncrale 


fonction Ed P etant une fonction rationelle de 
x, aux fonctions elliptiques, et il a reduit VintÖgrale dx 
premiere espece. Lintegrale proposde avec son application merite d’ötre 
developpee cause de la simplieit&E du rdsultat. 
En effet, si lon fait: 
= 


on aura pour la transformce: 


dz 
x [(2) (4 )] 


On peut d@montrer aiscment, en fesant, d’apreös Mr. Minding: 
et les quantites etant determindes ainsi: 
3 
qu’on aura: 
dz, 3z, AxXx, — x, 
c'est la quantite ajoutde dans le theor&me Enonce. Car nous avons d’apres 
l’&quation (1.) ci=dessus: 


1—z? 


3% 


d’ou suit: 
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= 320r = 


Cette formule etant substitue dans l’@quation (3.), elle devient; 
Mais M. Minding a 1ötermind d’apres les &quations (2. ) les suivantes formules: 


x, Ar, —x,Ax, 
qui etant substitues, l’equation (4.) devient identique. 
Il sera ainsi Evident, que le theor&me proposd se reduit Paddi« 
tion elliptiques, et qu’on aura: 


dz dz dz | 
en ayant entre les quantites une Öquation algebrique, qui cor- 
vesponde ü lexpression donnde par M. Mindin g: 
6 
Lintegrale definie: = 
qui se reduit des exercices a lintegrale: 


devient, en posant f: dy 
vay'—i) 


y3 3 sing] r-—- F (sin15’). 
dz 


Pour transformer lintegrale: on peut faire indifferemment 


des substitutions suivantes: 


4° 3?) z 4 sin = zy3 


Le resultat de la premiere sera: 


= 


x dz 1 d 1 
(sin Fl 34.53 (sin 15°, 9). 
D 'oü s’en suit, que l’&quation (5.) devient: 

F (sin 15°, 9,) + 15°, + F(sin15°, @,) = 4F* (sin 15°), 
ou, en posant @=am(u,sin15’), Ä=F’sin15°: 

pour Ja quelle nous avons l’Cquation suivante entre les quantitds u, , u, 
correspondante a la formule (6.): 


sinamw, cosamı, Aamuw, +sinamu, cosamu, Aamu, 
— sinamı, = 1— am (w,). sin’ amu, 
Koenigsberg, le 26. novembre 1832, 


35. Programme du prisce de matlı. puhl. par Frfcad. des sciences «a Derlin en 1832, 409 


Avıs 

En inscrant dans ce journal ton:= 8. cah. 4. page 4il. le programme 
du prix de mathÖmatiques propose par lacademie imperiale des sciences 
de St. Petersbourg dans sa seance du 29. Decembre 1831, programme 
que cette illustre socicte avait dans ce but eu la bonte de trausmettre 
au redacteur, il a exprime@ le desir que les academies des divers pays 
daignassent suivre l’exemple de celle de 8t. Petersbourg, en lui fesant 
parvenir les programmes des prix des imath@matiques, proposes par Elles 
et ensuite les listes des cerits qui auront die cor ronne s. Il voudrait con- 
tribuer par son journal a rendre encore plus ge neralement connus ces 
mOorceaux si importants pour la science; cette publication engagerait peut 
etre A entrer en concours quelques- uns des savans qui sans "cela n'au- 
raient pas instruits des problömes proposcs. 

L’academie royale de Berlin vient de e@der de son eötd Tinvi- 
tation de l’editeur, en daignant lu transmettre le programme du prix de 
mathematiques public par "Elle ‚en 1832, avec la permission de lins£re: 
dans son journal. En fesant cela, A Lui presente respectueusement ses 
remercimens sineeres de Ihonneur qu’Elle a bien voulu accorder A lui et 
son journal. 

En mäme tems i! reitere l'expression du desir de receyoir les pro- 
grammes des prix des autres academies, et il adresse de nouveau ü ces 
illustres societes la priere, de vouloir bien les lui faire parvenir, et 
faire succeder en son tems les listes des Eerits qm auront courronnes, 


Quaesiic 
quam academiae regiae scientiarum borussicae classis 
mathematica certaminı litterario in a. MDCCCXXXVI proponit 


promulg ata ın coetu sollemni anniversario Leibnitianae 
memoriae dicato d. v. Jul. a. mnecexxxn. 


Inter tres cometas, quorum revolutio eircum solem repetitis observatio- 
nibus determinata est, is praecipue, quem plerique ex viro clarissimo 
Biela denomisamus, singulari cura persequendus est. Qui quum in sin- 
gulis periodis, prae omnibus aliis corporibus caelestibus, orbitae lovis et 
Terrae valde vieinus feratur, hi planetae et necesse est ut magnam in 
eius cursum vim exerceant, et fieri potest ut ab ipso perturbationes pa- 
tiantur haud negligendas. Prius annis 1782, 1794 evenisse videtur, ein 
magna diflerentia elementorum orbitae cometae ex observationibus ann 
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1772 deductorum, atque eorum, quae anno 1805 reperta sunt, hac ra- 
tione sine diffieultate explicari possit. 
Postquam anno 1826 cometa ad solem reversus observationibus 
nostris se praebuit, solus Clar. Baro de Damoiseau, astronomus Pari- 
siensis, perturbationes cometae per spatium annorum 1805 usque 1826 
caleulo subiecit, tanta approximatione, ut inde tempus, quo cometa rursum 
terrae conspieuus fieri possit, in mensem Novembrem anni 1832 deter- 
minatum sit. Desideratur tamen examen completum omnium quae ex- 
stant observationum, 
Academia Berolinensis, ut ad disquisitionem hanc, inter astronomi- 
cas gravissimam, perficiendam excitaret, 
„Determinationem orbitae verae cometae huius, ex omnibus guae ex- 
„stant observationibus, ne lis quidem guas hoc anno institutum iri 
„speramus, exclusis,” 

certamini publico proponendam decrevit. 

Desiderat Academia primum accurratam disquisitionem de fide et 
diligentia observationum hucusque institutarum, ita ut inde, quam illae 
exactae sint, constitui queat, atque errores quantum fieri potest minuan- 
tur. Praeterea singulae partes ealculi perturbationum ita proponendae erunt, 
ut et analytica evolutio terminorum, quam auctor secutis sit, et quos ter- 
minos calculo numerali persequendos iudicaverit, inde eluceat, simulque qui- 
bus auxiliis usus sit ad errores calculi vel evitandos vel aperiendos. Post haec 
orbita cometae ıita determinanda erit, ut ea omnibus observationibus, perturba- 
tionum respeetu habito, quam maxime satisfaciat. Quodsi diflerentia inter 
theoriam et locos observatos tanta prodierit, ut eius causa erroribus ob- 
seryationum tribuenda esse non videatur, eae bypotheses in subsidium 
vocentur, quibus in aliis cometis usi sunt astronomi ad discrepantiam simi- 
lem tollendam. 

Terminus, quo tractatus hujus argumenti secretario Academiae 
transmittendi sunt, ob magnum, qui requiritur, laborem in diem I. mensis 
Martii annı 1836 dilatus est. Fronti commentationis symbolum insceriben- 
dum est, addita schedula obsignata eodem symboio instructa, quae intus 
contineat nomen auetoris. 

Praemium quinquaginta ducatorum aureorum adiudicabitur eodem 
anno in conventu publico Academiae, in memoriam Leibnitii habendo. 
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36. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


(Von dem Herrn Prof. Plücker zu Berlin.) 


Lehrsätze 


Neue Sätze über das umschriebene und das eingeschriebene 
Sechseck. 


I. Wenn irgend ein Kegelschnitt und ein um denselben beschriebenes 


Sechseck gegeben sind, so werden irgend zwei Seiten dieses Sechsecks 
von den vier übrigen in 8 Puncten geschnitten. Diese acht Puncte lassen 
sich durch 12 neue gerade Linien mit einander verbinden. Diese 12 neue 
gerade Linien schneiden sich in 42 neuen Puneten. Von diesen 42 Puncten 
liegen 6 nach einem allbekannten Satze auf einer durch den Durchschnitt 
jener beiden Seiten gehenden geraden Linie; 12 liegen zu vier auf drei 
geraden Linien; 24 liegen, paarweise, auf solchen 12 geraden Linien, 
welche zu drei in den vier Berührungspuncten auf den vier übrigen 
Sechsecks- Seiten sich schneiden. 


I. Wenn irgend ein Kegelschnitt und ein in denselben beschrie- 
benes Sechseck gegeben sind, so lassen sich irgend zwei Winkel- Puncte 
dieses Sechsecks mit den vier übrigen durch 8 neue gerade Linien ver- 
binden. Diese acht gerade Linien schneiden sich in 12 neuen Puncten. 
Diese 12 neue Puncte lassen sich durch 42 neue gerade Linien mit ein- 
ander verbinden. Von diesen 42 geraden Linien gehen 6 nach einem 
allbekannten Satze durch ein und denselben Punct derjenigen geraden Linie, 
welche jene beiden ersten Winkelpuncte des eingeschriebenen Sechsecks 
verbindet; 12 schneiden sich zu vier in drei Puncten; 24 schneiden sich 
paarweise in solchen 12 Puncten, welche zu drei auf den vier Tangenten 
in den vier übrigen Winkelpuncten des Sechsecks liegen. 


Die vorstehenden beiden Sätze sind durch das Prineip der Recipro- 
eität mit einander verknüpft. 


I. Wenn irgend ein Kegelschnitt gegeben ist, und man von irgend 
einem Puncte O aus nach beliebiger Richtung vier gerade Linien zieht, 
welche denselben in vier Puncten-Paaren 4 und 4, B und Bb’, € und €‘, 
D und D’‘, schneiden, und dann endlich die vier Puncte A, B, C, und D 
mit den vier übrigen 4, B‘, C’, und D‘ durch gerade Linien verbindet, so 
erhält man dreimal vier solche Durchschnittspunete dieser geraden Linien, 
welche mit dem Puncte O in gerader Linie liegen. Diese zwölf Puncte 
können wir aui folgende Weise bezeichnen und zusammenstellen: 


| 
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(AB', CD’, (BA,DC, (40, BD', (C4', DB), 
(4B', DC), CD', (4D', BC), (D4,CB'); 
(4C, (C4, BD), (4D, CB), (D4,BC'), 

Wenn wir beliebig die beiden Durchschnitts- Punete auf jeder der 
vier durch © gehenden geraden Linien mit einander vertauschen, so er- 
halten wir im Ganzen acht mal drei neue durch O gehende gerade Li- 
nien, von denen jede vier Durchschnittspuncte enthäk. 

il. Wenn irgend ein Kegelschnitt und eine gerade Linie gegeben 
sind, und man legt von irgend vier Puncten dieser geraden Linie vier 
Tangenten-Paare a und a‘, 5 und 6‘, ce und ec’, d und d‘ an den Kegel- 
schnitt, so kann man die Durchschnittspunete der Tangenten a, b,c und d 
und der Tangenten a‘, 6’, c’, und d’ durch dreimal vier solche gerade 
Linien verbinden, welche in demselben Puncte der gegebenen geraden 
Linie sich schneiden. Man kann auch hier die durch denselben Punct 
der gegebenen geraden Linie gelegten beiden Tangenten beliebig mit ein- 
ander vertauschen. 


(Von Hm. Prof. Gudermann zu Cleve.) 


Aufgabe. 
i. Die Reihe 


kann nicht wohl dazu gebraucht werden, um von den beiden Zahlen x 
und y die eine aus der anderen zu berechnen; wie kann der Zusammen- 
hang unter ihnen auf eine einfachere Art ausgedrückt werden? 

Ist z.B. 23, so st .... 


Wenn man logy, log und Reihen ent- 


wickelt, welche nach Potenzen von x fortgehen, wie heilsen dann ihre 
allgemeinen Glieder 


Druckfehler. 
Bd. 8. Hit. 1. S.45. Z.15. v. o. muls es heilsen: 
ist = 1 + (n—2) (n—2) eic. 


S. 465. am Ende, mufs es heißsen: + (n—m—1) (n—m—2). 
Hft. 2. S. 195. muls es heilsen: 
6. An.An—m,; An — + aA, 


Le dernier cahier contenait une partie d’un m&moire de l’editeur sur la decom- 
position des fractions algÖbriques rationnelles, dont la suite devait etre inseree dans 
celni-ci, et le mmoire &tait en eflet fini avant le commencement de l’impression du 
pr@sent cahier. Mais il s’est present€ depuis d’autres memoires, que l’editeur croit 
devoir inlöresser d’avantage le public; il a done cru convenable de c«der pour le ıno- 
ment la place a ces nouveaux meimoires en renvoyant le sien au cahier prochain, le- 
quel en contiendra la suite et la fin. 
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